
04 正规化流与可逆密度变换

从生成样本到精确密度
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学习目标

◼ 解释可逆分布变换，以及概率质量与局部体积怎样决定密度。

◼ 说明耦合层怎样求逆、计算行列式，并复合为完整模型。

◼ 用精确似然解释参数学习，区分连续密度、离散概率与生成结果。

核心路线保留质量守恒、体积直观、耦合机制和训练；深入节点展开积分证明、矩阵偏导、数值演算与

参数导数。



1 可逆模型与密度接口

怎样让同一模型既能生成样本，又能计算观测密度？
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一个映射连接两个连续空间

给定一个真实观测，怎样计算模型在该处的密度，并用它学习参数？

正规化流选择可计算似然作为学习信号；VAE与GAN也能学习生成模型，采用的学习信号不同。

取易采样、易求密度的基分布 𝑝𝑍 = 𝒩(𝟎, 𝑰)，用同维光滑双射连接两个空间： 𝒙 = 𝑔𝜃(𝒛), 𝒛 =

𝑔𝜃
−1(𝒙), 𝒛, 𝒙 ∈ ℝ𝑑 .

基变量 z 生成 gθ 数据变量 x

数据变量 x 同模型逆 gθ⁻¹ 基变量 z

生成：先从 pZ 抽样

观测：给定 x 求对应 z

两方向共享参数 θ；不是两个独立网络

点的对应已经确定，下一步还要计算邻域的体积变化。
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论文中的分布与网格变换

先读蓝色推断，再反读红色生成，观察分布与网格形变。

原文 𝑓: 𝑥 → 𝑧，本讲 𝑔 = 𝑓−1。来源：Real NVP v3，Fig.1，第2页；论文示例。
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样本变换之后还需要密度修正

区间伸长后，同一概率质量需要更低的密度。

教学构造：𝑍~Uniform(0,1)，𝑋 = 2𝑍 + 1。

pZ(z)

1

0 1
z

0.25 0.75

0.5 × 1 = 0.5

pX(x)

1/2

1 3
x

1.5 2.5

1 × 1/2 = 0.5

阴影面积均为概率0.5；两空间各用自己的横轴刻度

𝑃(0.25 ≤ 𝑍 ≤ 0.75) = 0.5 = 𝑃(1.5 ≤ 𝑋 ≤ 2.5).

宽度扩大两倍，密度降低一半；总面积仍为1。多维时，长度因子推广为局部体积因子。
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密度沿生成方向补偿体积

一维长度因子推广为多维局部体积因子：体积扩大，单位体积的密度下降。先给出双向计算接口，随后

解释它为什么成立。

对𝑔𝜃: ℝ
𝑑 → ℝ𝑑，雅可比矩阵的元素为 𝑱𝑔(𝒛)]𝑖𝑗 =

𝜕𝑔𝑖

𝜕𝑧𝑗
它描述小位移如何线性近似地变化。 𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔(𝒛) 是

局部体积放大倍数；绝对值去除方向符号。

设同维映射为可微且逆可微的双射、雅可比非奇异，基密度已归一化，则在对应点𝒛 = 𝑔𝜃
−1(𝒙)：

𝑝𝜃(𝒙) = 𝑝𝑍(𝒛)|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔(𝒛)|
−1, log𝑝𝜃(𝒙) = log𝑝𝑍(𝒛) − log|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔(𝒛)| = log𝑝𝑍(𝑔𝜃

−1(𝒙)) + log|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔−1(𝒙)|.

◼ 沿生成方向，体积放大时密度缩小，雅可比在𝒛处求值

◼ 沿逆方向使用逆雅可比，在对应的𝒙处求值
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耦合结构提供可计算的逆与行列式

为什么不能直接使用普通神经网络作为流？一般网络不保证可逆；即使可逆，求逆与稠密雅可比行列式

仍可能昂贵。耦合层把这两个计算要求落实到结构。

一种可执行结构是仿射耦合层：把输入分为两块，保留第一块，用它产生第二块的缩放和平移。 𝒚𝑎 =

𝒖𝑎, 𝒚𝑏 = 𝒖𝑏⊙𝑒𝒔𝜃(𝒖𝑎) + 𝒕𝜃(𝒖𝑎). ⊙为逐元素乘法，指数也逐元素计算；𝒔𝜃 , 𝒕𝜃输出与更新块同维的向量。

逆向按以下步骤执行：

1. 读取不变块：𝒖𝑎 = 𝒚𝑎。

2. 计算𝒔𝜃(𝒚𝑎), 𝒕𝜃(𝒚𝑎)。

3. 恢复更新块：𝒖𝑏 = [𝒚𝑏 − 𝒕𝜃(𝒚𝑎)] ⊙ 𝑒−𝒔𝜃(𝒚𝑎)。

其生成方向logdet为෍
𝑗
𝑠𝜃,𝑗 (𝒖𝑎)。非零指数尺度使简单仿射步骤可逆，求逆无需反解两个条件网络。随

后用结构图解释保留条件与三角雅可比；条件网络的执行成本仍须计入。
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层复合的密度修正逐层累加

若𝒉0 = 𝒛，𝒉𝑘 = 𝑔𝑘(𝒉𝑘−1)，𝒉𝐾 = 𝒙，则 𝑔𝜃 = 𝑔𝐾 ∘ ⋯∘ 𝑔1, 𝑔𝜃
−1 = 𝑔1

−1 ∘ ⋯∘ 𝑔𝐾
−1.实际求逆先执行最右端

的𝑔𝐾
−1，再依次恢复更早状态。对数密度为 log𝑝𝜃(𝒙) = log𝑝𝑍(𝒛) − σ𝑘=1

𝐾 log| 𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔𝑘(𝒉𝑘−1)|.

h₀=z g₁ h₁ … gK hK=x

x gK⁻¹ hK₋₁ … g₁⁻¹ z

按层生成

倒序恢复

各层输入处计算 log|det Jgk| 求和；从 log pZ 减去

交替划分更新块，可使前一层保留的分量在后续层改变。每层仍需单独满足可逆和计算条件。

中间状态是变换后的向量，通常没有直接的像素含义；逐层推进也不等于一张图片逐渐显现。



2 变量替换与耦合变换

解释密度与耦合的依据，深入演算按基础选讲。
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一维区间的概率保持不变

先对应事件，再写积分，最后读出局部密度。设𝑋 = 𝑔(𝑍)，𝑔严格递增、可微且导数非零，𝑎 < 𝑏，则

𝑃(𝑎 ≤ 𝑍 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑔(𝑎) ≤ 𝑋 ≤ 𝑔(𝑏)).用密度积分表示，并在右侧换元𝑥 = 𝑔(𝑧)： 𝑎׬
𝑏
𝑝𝑍 (𝑧)𝑑𝑧 =

𝑔(𝑎)׬
𝑔(𝑏)

𝑝𝑋 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎׬
𝑏
𝑝𝑋 (𝑔(𝑧))𝑔

′(𝑧)𝑑𝑧.小区间任取，故在密度定义的几乎处处意义下： 𝑝𝑍(𝑧) =

𝑝𝑋(𝑔(𝑧))𝑔
′(𝑧), 𝑝𝑋(𝑔(𝑧)) = 𝑝𝑍(𝑧)/𝑔

′(𝑧).

在上一例𝑔(𝑧) = 2𝑧 + 1中，导数2就是区间伸长倍数，均匀密度随之除以2。
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方向反转解释导数绝对值

若𝑔严格递减，区间端点顺序反转，但长度和概率仍非负。对应的局部长度因子为 𝑔′(𝑧) ，所以两种单

调方向统一为 𝑝𝑋(𝑔(𝑧)) =
𝑝𝑍(𝑧)

𝑔′(𝑧)
.

对𝑍~Uniform(0,1)，取𝑋 = 1 − 2𝑍，𝑔′(𝑧) = −2。输出区间为 −1,1 ，密度是 Τ1 2；若直接除以−2会产

生负密度。

z

x

0.25

0.5

0.75

-0.5

x=1−2z：0.25映到0.5，0.75映到−0.5

z∈[0.25,0.75]：长度0.5，概率0.5 x∈[−0.5,0.5]：长度1，概率0.5

输出密度：1/2；方向反转不产生负密度

导数符号描述坐标方向是否反转，绝对值描述非负的长度变化。
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雅可比把小区域的位移与体积联系起来

多维变换在𝒛附近可线性近似： 𝑔(𝒛 + 𝛥𝒛) = 𝑔(𝒛) + 𝑱𝑔(𝒛)𝛥𝒛 + 𝑜(‖𝛥𝒛‖).雅可比每一列描述沿一个输入坐

标方向的小位移如何变化。线性变换𝑨把单位小方块变为平行多面体，其体积倍数为 𝑑𝑒𝑡𝑨 。

二维局部示例取𝑨 = (
2 0
1 1

)，|𝑑𝑒𝑡𝑨| = 2。
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局部面积随矩阵变换

教学构造取𝑨 = (
2 0
1 1

)，把边长𝛿 > 0的正方形变为面积加倍的平行四边形。金色与青色分别对应两条基

边的像。

输入局部位移 Δz

面积 δ²

Δz₁

Δz₂

0 δ

δ

输出线性近似 Δx

面积 2δ²

Δx₁

Δx₂

0 2δ

δ

2δ

A 的两列：(2,1) 与 (0,1)

对非线性𝑔，小区域体积在极限中按 𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔 变化。

有限大小区域一般不能用同一个局部雅可比作精确替代。
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多维密度与逆方向的对数符号

同维光滑双射使小区域的概率质量相等，局部体积因子给出 𝑝𝑍(𝒛)𝑑𝒛 = 𝑝𝑋(𝑔(𝒛))|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔(𝒛)|𝑑𝒛.这是变量

替换公式的局部解释；完整多维积分定理的分析学证明不在本讲范围。

由𝑔−1(𝑔(𝒛)) = 𝒛及链式法则： 𝑱𝑔−1(𝒙)𝑱𝑔(𝒛) = 𝑰, 𝒙 = 𝑔(𝒛), |𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔−1(𝒙)| = |𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔(𝒛)|
−1.因此生成方向修

正为除法，逆方向修正为乘法；取对数后分别是减logdet与加logdet。

这些关系要求非奇异雅可比及相应连续密度；一般多对一或变维映射不能直接套用。公式成立后，还需

要让逆映射与行列式在计算上可行，下一页据此选择耦合结构。
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保持一部分输入作为变换条件

怎样保留足够信息，让复杂条件网络仍能组成易求逆的层？保留第一块作条件，第二块只执行非零缩放

与平移： 𝑦1 = 𝑢1, 𝑦2 = 𝑢2exp(𝑠𝜃(𝑢1)) + 𝑡𝜃(𝑢1).金色 𝑠𝜃 给对数尺度；青色 𝑡𝜃 给平移。

固定 𝑢1 时，𝑒𝑠𝜃(𝑢1) > 0改变长度，𝑡𝜃(𝑢1)移动位置。

u₁ y₁=u₁

条件子网络 θ

sθ(u₁)

tθ(u₁)

exp(s)

u₂ × + y₂

不变分量保存了计算条件函数所需的信息。对子网络自身的可逆性没有要求；它们输出的尺度和平移参

与的是可直接反解的仿射运算。
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原论文计算图如何保留可恢复的条件

◼ 图(a)从下向上计算，左支保持不变，并

提供尺度与平移

◼ 图(b)从上向下恢复，先读不变支，再减

平移、除尺度

原图输入 𝑥1 𝑥2 对应本课 𝑢1 𝑢2 ，输出仍为

𝑦1 𝑦2 。乘除尺度对应 𝑒𝑠𝜃 及其倒数。

原文整体 𝑓: 𝑥 → 𝑧对应本课 𝑔−1。(a)的“forward”

只指局部耦合正向，不代表整体生成方向。

两个方向使用同一条件值重算条件函数，求逆无需

反解条件网络。下一页给出代数过程。

原图来自Dinh等Real NVP v3（2017）Fig.2，
PDF第4页；未展开条件网络内部层级。



18

先恢复条件，再反解简单运算

给定 𝑦1 𝑦2 ，先由𝑦1 = 𝑢1得到原条件。第二式移项并除以非零尺度： 𝑦2 − 𝑡𝜃(𝑦1) = 𝑢2𝑒
𝑠𝜃(𝑦1) ⟹ 𝑢2 =

[𝑦2 − 𝑡𝜃(𝑦1)]𝑒
−𝑠𝜃(𝑦1).

因此逆运算为 𝑢1 = 𝑦1, 𝑢2 = [𝑦2 − 𝑡𝜃(𝑦1)]𝑒
−𝑠𝜃(𝑦1).

y₁ u₁=y₁

同一条件网络 θ

sθ(y₁)

tθ(y₁)

exp(−s)

y₂ 减去 t × u₂

先恢复不变块，再重算条件，最后减平移、除尺度。极端尺度仍可能在浮点计算中溢出或下溢。
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三角雅可比使行列式可直接计算

记左下偏导为 𝑐(𝒖)，先看完整三角矩阵。

𝑱𝑔(𝒖) =
1 0

𝑐(𝒖) 𝑒𝑠𝜃(𝑢1)
.

𝑐(𝒖) = 𝑢2𝑒
𝑠𝜃(𝑢1)𝑠𝜃

′ (𝑢1) + 𝑡𝜃
′ (𝑢1).

灰色零项：不依赖u₂

金色对角项：固定u₁的尺度

青色左下项：乘法与链式法
则

𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔 = 𝑒𝑠𝜃(𝑢1), log|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔| = 𝑠𝜃(𝑢1).

分块推广：

𝑰 𝟎

𝜕𝒚𝑏/𝜕𝒖𝑎 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑒𝒔𝜃(𝒖𝑎))

log|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔| =෍
𝑗
𝑠𝜃,𝑗 (𝒖𝑎).

三角行列式只取对角项，不必显式构造左下块；训练仍需对 𝑠𝜃 , 𝑡𝜃 及逆路径求导。
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同一二维例核对正向、逆向与密度

设定：𝑠(𝑢1) = 𝑎𝑢1, 𝑎 = ln2, 𝑡(𝑢1) = 𝑢1
2。基分布为二维标准高斯，输入 𝒖 = (1,−1)⊤。

01 正向计算

𝑦1 = 1, 𝑦2 = (−1)𝑒ln2 + 1 = −1.

02 逆向恢复

𝑢1 = 1, 𝑢2 = (−1 − 1)𝑒−ln2 = −1.

恢复原输入 1,−1 ⊤。

03 雅可比与密度修正

𝑱𝑔(1, −1) =
1 0

2 − 2ln2 2
, 𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔 = 2.

log𝑝𝑍(1, −1) = −ln(2𝜋) − 1 ≈ −2.837877.

log𝑝𝑌(1, −1) = −2.837877 − ln2 ≈ −3.531024.

𝑝𝑌(1, −1) ≈ 0.029275.

坐标恰好相同，局部面积却扩大2倍，密度仍须除以2。
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交替耦合的结构图

前层保留的分量在后层更新，逆向倒序恢复。

第二层取尺度3，以条件分量作平移；后页代入数值。

z₁ h₁,₁ x₁

z₂ h₁,₂ x₂缩放+平移

×3 + 条件

g₁：保留第1分量 g₂：保留第2分量

第1层：缩放和平移第2分量 第2层：x₁=3h₁,₁+h₁,₂

逆向：x → g₂⁻¹ → h₁ → g₁⁻¹ → z
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交替更新分量并倒序求逆

单层保留一块分量，以便恢复条件。后续层可换一个划分，使先前不变的分量也被更新。

沿用前例为第一层𝒉1 = 𝑔1(𝒛)，再取第二层 𝑥2 = ℎ1,2, 𝑥1 = 3ℎ1,1 + ℎ1,2.第二层保留第二分量、更新第一

分量；这是对数尺度ln3、平移为条件分量的耦合。输入𝒛 = (1,−1)⊤先得到𝒉1 = (1,−1)⊤，再得到𝒙 =

(2, −1)⊤。

逆计算必须从最后一层开始：

1. ℎ1,2 = 𝑥2 = −1，ℎ1,1 = (𝑥1 − 𝑥2)/3 = 1。

2. 𝑧1 = ℎ1,1 = 1，𝑧2 = (ℎ1,2 − 𝑧1
2)𝑒−𝑎𝑧1 = −1。
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链式法则使logdet累加

01 矩阵次序：第一层导数在右

𝑱𝑔(𝒛) = 𝑱𝑔2(𝒉1)𝑱𝑔1(𝒛), 𝒉1 = 𝑔1(𝒛).

使用列向量，右侧矩阵先作用于小位移，次序一般不能交换。

02 代入同一例，记 𝑑0 = 2 − 2ln2：

𝑱𝑔 =
3 1
0 1

1 0
𝑑0 2

=
3 + 𝑑0 2
𝑑0 2

.

𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔 = 2(3 + 𝑑0) − 2𝑑0 = 3×2 = 6.

03 行列式相乘，logdet相加

log|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔| = log|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔2(𝒉1)| + log|𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔1(𝒛)|.

行列式是标量；推广到 𝐾 层，即逐层累加。
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完整密度由基密度与局部修正组成

01 倒序求逆：先 𝑔2
−1，再 𝑔1

−1。

𝒙 = (2,−1)⊤ ⟶ 𝒉1 = (1, −1)⊤ ⟶ 𝒛 = (1, −1)⊤.

02 基密度逐层修正

𝑝𝑍 =
𝑒−1

2𝜋
, 𝑝𝐻1 =

𝑝𝑍

2
≈ 0.029275, 𝑝𝑋 =

𝑝𝐻1
3
≈ 0.009758.

log𝑝𝜃(2, −1) = −ln(2𝜋) − 1 − ln2 − ln3 ≈ −4.629637.

总修正因子 2×3 = 6，与复合雅可比一致。

03 一般密度求值

1. 倒序求逆，保存各层状态。

2. 在每层输入计算生成方向logdet。

3. 在恢复的 𝒛求 log𝑝𝑍，减去全部logdet。

合法变量替换保持归一化；是否拟合数据仍取决于学习。
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固定观测下参数仍影响基密度

01 固定观测，改变第一层参数 𝑎

𝒙 = (2,−1)⊤，第二层固定。先逆第二层得到 ℎ1,1 = 1, ℎ1,2 = −1。

02 逆映射求值点随参数移动

𝑧1 = 1, 𝑧2(𝑎) = (−1 − 1)𝑒−𝑎 = −2𝑒−𝑎.

基分布形式不变，基密度的求值点仍随 𝑎改变。

03 同一个目标包含基项与体积项

𝐽(𝑎) = −log𝑝𝜃(2, −1) = ln(2𝜋) +
1

2
(1 + 4𝑒−2𝑎) + 𝑎 + ln3.

前两项为基密度负对数，后两项为两层生成方向logdet。

04 两项梯度共同求导

𝐽′(𝑎) = −4𝑒−2𝑎 + 1, 𝑎 = ln2:−1 + 1 = 0, 𝐽 ≈ 4.629637.

基项导数为 −1，第一层logdet导数为 1。这是人工例的驻点，不能据此判断一般训练收敛或生成质量。
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图像耦合怎样选择条件块

二维向量的“保留一块、更新另一块”，可以按空间位置或通道划分图像张量。

棋盘划分：空间位置

青色：保留条件

金色：更新分量

通道划分：前半／后半

C1 C2 C3 C4

前2通道保留，后2通道更新

下一层交换掩码，两块都可改变

条件网络读取保留块，计算更新块的 𝑠, 𝑡，无需求子网络的逆。交换掩码后，两块都能改变。

据Real NVP §3.4的教学图，非实验输出。
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squeeze重排与多尺度变量保留

空间尺寸缩小，可以由元素重排实现，总信息维数保持不变。

4 × 4 × 1

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

squeeze

当前表示 h：2 × 2 × 4，保留16元素

1 3

9 11

C1

2 4

10 12

C2

5 7

13 15

C3

6 8

14 16

C4

split

保存 z⁽¹⁾
2×2×2 (C1,C2)

继续变换
2×2×2 (C3,C4)

𝐻𝑊𝐶 = (𝐻/2)(𝑊/2)4𝐶，重排logdet为0；两分支均保留。教学图据Real NVP §3.4、§3.6。
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原论文怎样组织多尺度的可逆表示

前面的交替耦合已使各分量参与更新。原Fig.4(b)

进一步组织多尺度表示：沿原文 𝑓: 𝑥 → 𝑧向上读，

逐级变换后分出部分变量，其余变量继续变换。

“分出”仍保存在最终 𝑧 = (𝑧 1 , … , 𝑧 𝐿 )中，并没

有丢弃。生成沿 𝑔 = 𝑓−1 反向读取全部潜变量块，

才能恢复数据。

squeeze将 𝑠×𝑠×𝑐 重排为 (𝑠/2)×(𝑠/2)×4𝑐，元素

总数不变；与交替掩码耦合组成图像架构。

来源：Dinh等，Real NVP v3，Fig.4(b)与§3.6，
PDF第6页。该图是多尺度分出示意；中间表示不

是可直接观看的图片，也不是完整卷积层表。



3 似然学习与建模边界

用密度接口学习参数，比较训练与生成，说明数据条件和连续流接口。
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从数据密度形成参数学习目标

密度公式已给出如何评价观测。记有限训练数据为𝒟 = {𝒙 𝑛 }𝑛=1
𝑁 。

每组参数都已定义归一化密度；学习要选择使训练观测整体具有较高密度的参数。最大似然等价于最小

化平均负对数密度。

𝐽(𝜃) =
1

𝑁
෎

𝑛=1

𝑁

−log𝑝𝑍(𝒛
𝑛 ) +෍

𝑘=1

𝐾

log| 𝑑𝑒𝑡𝑱𝑔𝑘(𝒉𝑘−1
𝑛
)| , 𝒛 𝑛 = 𝑔𝜃

−1(𝒙 𝑛 ).

对默认标准高斯，−log𝑝𝑍(𝒛
𝑛 ) =

𝑑

2
ln(2𝜋) +

1

2
‖𝒛 𝑛 ‖2。固定观测𝒙 𝑛 并改变𝜃时，逆映射通常把它送到不

同的𝒛 𝑛 ，因此这个平方范数也会改变。基分布的函数形式固定，不表示基密度项对参数为常数。

logdet项同时记录这些参数对应的体积变化，也参与优化；删除它一般会改变目标。深入节点中的固定

观测演算给出两项共同求导的数值核对。
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训练更新与生成使用的执行路径

一次训练更新按以下顺序执行：

1. 抽取数据批

2. 倒序运行逆层，恢复基变量与中间状态

3. 计算基密度与各层logdet，平均为批损失

4. 对参数求梯度并更新

梯度下降写为𝜃 ← 𝜃 − 𝜂𝛻𝜃 መ𝐽𝐵，其中 መ𝐽𝐵是数据批平均，𝜂 > 0。生成不需要给定待重建样本，也不需要近

似后验抽样。

可逆性给出双向定义，实际高效性还依赖求逆、行列式及子网络的计算成本。有限批优化不保证每次提

高总体似然或取得全局最优。
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训练与生成的流程图

训练用观测数据形成损失并更新参数；生成用固定模型将基分布样本变为新样本。

数据批 x 逆层：x→z 批损失 对 θ 求导 更新 θ

基项 −log pZ(z)

各层 logdet 求和 下一批使用新 θ

抽 z~pZ 正向 g₁…gK 生成样本 x

使用：参数固定；没有损失或更新
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原论文插值的开始、中间和最后都是生成终点

训练后的固定模型，能把怎样的潜变量位置映为完整图像？

从左到右 𝜙 = 0, 𝜋/4, 𝜋/2,3𝜋/4, 𝜋，固定 𝜙′ = 𝜋/4。每格都重新执行完整 𝑥𝜙 = 𝑔(𝑧𝜙)，参数不变。

横向改变的是潜位置；这些图不表示流层间状态或训练进展。下一页分开潜位置选择和层计算。

来源：Dinh等，Real NVP v3，Fig.13，PDF第19页，第2行前5列，CelebA结果摘录，本课未训练。
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固定模型怎样产生这些插值终点

外层选潜位置，内层执行完整流。教学整理据Real NVP式(19)，原文无编号Algorithm。

1. 固定参数 𝜃、四个编码 𝑧 1 , … , 𝑧 4 与 𝜙′ = 𝜋/4。令 𝑎 = (𝑧 1 + 𝑧 2 )/ 2，𝑏 =

(𝑧 3 + 𝑧 4 )/ 2。

2. 依次取 𝜙 = 0, 𝜋/4, 𝜋/2,3𝜋/4, 𝜋，计算

𝑧𝜙 = cos(𝜙)𝑎 + sin(𝜙)𝑏.

3. 对每个 𝑧𝜙 重新从 ℎ0 = 𝑧𝜙 开始，依次执行 ℎ𝑘 = 𝑔𝑘(ℎ𝑘−1)，直到输出 𝑥𝜙 = ℎ𝐾。显

示图像前，还需逆预处理。

开始、中间、最后的潜变量分别为 𝑎, 𝑏, −𝑎。三角组合不同于两点线性插值，外观不保证单调变化。

普通生成抽取 𝑧~𝑝𝑍；此处按路径选 𝑧𝜙，两者都执行固定的完整 𝑔。
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连续密度与离散像素概率分别定义

连续密度值描述单位体积的概率强度；一个离散像素取值对应一个量化区间的概率质量。

-0.5 0.5

pY(y)

y

量化值 v=0 对应阴影面积

曲线高度为密度，区间积分才是概率

𝑃(𝑉 = 𝑣) = 𝑣−1/2׬
𝑣+1/2

𝑝𝑌 (𝑦)𝑑𝑦.

连续变量单点概率为0。多维像素使用量化单元积分；比较似然须统一单位、连续化与预处理。

若 𝑟 = ℎ(𝑦)可逆，则 𝑝𝑌(𝑦) = 𝑝𝑅(ℎ(𝑦))|ℎ
′(𝑦)|；不能把两个变量的密度值直接比较。
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比较限于常见设定：VAE由先验及条件分布生成，GAN由生成映射诱导分布，Flow可逆地推送基分布。

精确似然可计算，不意味着视觉质量、模式覆盖或总体建模效果必然更好。

分布变换与训练方法分别比较

模型接口 观测密度直接可算？ 本专题学习信号

VAE 一般需边缘化潜变量 对数证据下界，结合近似推断

GAN 通常无显式可算密度 判别器提供对抗信号

本讲正规化流 连续、同维可逆设定下可算 变量替换给出可计算模型似然



37

有限层变换与连续轨迹

有限层状态 ℎ𝑘 由层号 𝑘 索引；连续状态 𝑟(𝑡)由时间 𝑡索引。

基状态 h₀ 有限可逆层 数据状态 hK

r₂

r₁

(0,0)：t=0 基样本

t=0.5：(0.5,0.25)

r′(0.5)=(1,0)

(1,0)：t=1 终端样本

人为轨迹 r(t)=(t,t(1−t))，非学得场

Flow Matching学习连续流的速度场，训练目标由GM07单独定义。连续密度变化、条件／边缘场和
ODE/SDE关系不由本讲逐层logdet公式直接替代。
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本讲总结

1. 怎样同时定义生成和密度？从简单基分布抽样，经同维可逆 𝑔𝜃 生成；给定观测先

求逆，再用雅可比绝对行列式修正密度。

2. 为什么耦合层支持可计算似然？保留条件块可重算 𝑠, 𝑡，仿射步骤可反解；三角雅

可比只需对角项，复合后logdet逐层累加。

3. 怎样用数据学习参数？固定观测，对含基密度与体积项的负对数似然求导，更新模

型参数。

连续密度与离散概率需要区间积分联系；潜空间插值的每格都是完整生成终点。

后续将有限层变换推进到连续时间轨迹，并用Flow Matching学习速度场。
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   p Z = 𝒩 ( 𝟎 , 𝑰 )


  𝒙 =  g 𝜃 ( 𝒛 ) , 𝒛 =  g 𝜃  − 1 ( 𝒙 ) , 𝒛 , 𝒙 ∈  ℝ d .


  f : x → z


  g =  f  − 1


  Z ~ Uniform ( 0 , 1 )


  X = 2 Z + 1


  P ( 0 . 25 ≤ Z ≤ 0 . 75 ) = 0 . 5 = P ( 1 . 5 ≤ X ≤ 2 . 5 ) .


   g 𝜃 :  ℝ d →  ℝ d


   [  𝑱 g ( 𝒛 )  ]  i j =   𝜕  g i  𝜕  z j .


   | d e t  𝑱 g ( 𝒛 ) |


  𝒛 =  g 𝜃  − 1 ( 𝒙 )


   p 𝜃 ( 𝒙 ) =  p Z ( 𝒛 ) | d e t  𝑱 g ( 𝒛 )  |  − 1 ,


  log  p 𝜃 ( 𝒙 ) = log  p Z ( 𝒛 ) − log | d e t  𝑱 g ( 𝒛 ) | = log  p Z (  g 𝜃  − 1 ( 𝒙 ) ) + log | d e t  𝑱   g  − 1 ( 𝒙 ) | .


  𝒛


  𝒙


   𝒚 a =  𝒖 a ,  𝒚 b =  𝒖 b ⊙  e   𝒔 𝜃 (  𝒖 a ) +  𝒕 𝜃 (  𝒖 a ) .


  ⊙


   𝒔 𝜃 ,  𝒕 𝜃


   𝒖 a =  𝒚 a


   𝒔 𝜃 (  𝒚 a ) ,  𝒕 𝜃 (  𝒚 a )


   𝒖 b = [  𝒚 b −  𝒕 𝜃 (  𝒚 a ) ] ⊙  e  −  𝒔 𝜃 (  𝒚 a )


    ∑ j   s  𝜃 , j (  𝒖 a )


   𝒉 0 = 𝒛


   𝒉 k =  g k (  𝒉  k − 1 )


   𝒉 K = 𝒙


   g 𝜃 =  g K ∘ ⋯ ∘  g 1 ,  g 𝜃  − 1 =  g 1  − 1 ∘ ⋯ ∘  g K  − 1 .


   g K  − 1


  log  p 𝜃 ( 𝒙 ) = log  p Z ( 𝒛 ) −   ∑  k = 1 K  log | d e t  𝑱   g k (  𝒉  k − 1 ) | .


  X = g ( Z )


  g


  a < b


  P ( a ≤ Z ≤ b ) = P ( g ( a ) ≤ X ≤ g ( b ) ) .


  x = g ( z )


    ∫ a b   p Z ( z ) d z =   ∫  g ( a )  g ( b )   p X ( x ) d x =   ∫ a b   p X ( g ( z ) )  g ′ ( z ) d z .


   p Z ( z ) =  p X ( g ( z ) )  g ′ ( z ) ,  p X ( g ( z ) ) =  p Z ( z ) /  g ′ ( z ) .


  g ( z ) = 2 z + 1


  g


   |  g ′ ( z ) |


   p X ( g ( z ) ) =    p Z ( z )   |  g ′ ( z ) | .


  Z ~ Uniform ( 0 , 1 )


  X = 1 − 2 Z


   g ′ ( z ) = − 2


   [ − 1 , 1 ]


   1 / 2


  − 2


  𝒛


  g ( 𝒛 + 𝛥 𝒛 ) = g ( 𝒛 ) +  𝑱 g ( 𝒛 ) 𝛥 𝒛 + o ( ‖ 𝛥 𝒛 ‖ ) .


  𝑨


   | d e t 𝑨 |


  𝑨 = (    2  0   1  1 )


  | d e t 𝑨 | = 2


  𝑨 = (    2  0   1  1 )


  𝛿 > 0


  g


   | d e t  𝑱 g |


   p Z ( 𝒛 ) d 𝒛 =  p X ( g ( 𝒛 ) ) | d e t  𝑱 g ( 𝒛 ) | d 𝒛 .


   g  − 1 ( g ( 𝒛 ) ) = 𝒛


   𝑱   g  − 1 ( 𝒙 )  𝑱 g ( 𝒛 ) = 𝑰 , 𝒙 = g ( 𝒛 ) ,


  | d e t  𝑱   g  − 1 ( 𝒙 ) | = | d e t  𝑱 g ( 𝒛 )  |  − 1 .


   y 1 =  u 1 ,  y 2 =  u 2 exp (  s 𝜃 (  u 1 ) ) +  t 𝜃 (  u 1 ) .


   s 𝜃


   t 𝜃


   u 1


   e   s 𝜃 (  u 1 ) > 0


   t 𝜃 (  u 1 )


   (   x 1 ,   x 2 )


   (   u 1 ,   u 2 )


   (   y 1 ,   y 2 )


   e   s 𝜃


  f : x → z


   g  − 1


   (   y 1 ,   y 2 )


   y 1 =  u 1


   y 2 −  t 𝜃 (  y 1 ) =  u 2  e   s 𝜃 (  y 1 ) ⟹  u 2 = [  y 2 −  t 𝜃 (  y 1 ) ]  e  −  s 𝜃 (  y 1 ) .


   u 1 =  y 1 ,  u 2 = [  y 2 −  t 𝜃 (  y 1 ) ]  e  −  s 𝜃 (  y 1 ) .


  c ( 𝒖 )


   𝑱 g ( 𝒖 ) =  (    1  0   c ( 𝒖 )   e   s 𝜃 (  u 1 ) ) .


  c ( 𝒖 ) =  u 2  e   s 𝜃 (  u 1 )  s 𝜃 ′ (  u 1 ) +  t 𝜃 ′ (  u 1 ) .


  d e t  𝑱 g =  e   s 𝜃 (  u 1 ) , log | d e t  𝑱 g | =  s 𝜃 (  u 1 ) .


   (    𝑰  𝟎   𝜕  𝒚 b / 𝜕  𝒖 a  d i a g (  e   𝒔 𝜃 (  𝒖 a ) ) )


  log | d e t  𝑱 g | =   ∑ j   s  𝜃 , j (  𝒖 a ) .


   s 𝜃 ,  t 𝜃


  s (  u 1 ) = a  u 1 ,   a = ln 2 ,   t (  u 1 ) =  u 1 2


  𝒖 = ( 1 , − 1  ) ⊤


   y 1 = 1 ,  y 2 = ( − 1 )  e  ln 2 + 1 = − 1 .


   u 1 = 1 ,  u 2 = ( − 1 − 1 )  e  − ln 2 = − 1 .


     ( 1 , − 1 ) ⊤


   𝑱 g ( 1 , − 1 ) =  (    1  0   2 − 2 ln 2  2 ) , d e t  𝑱 g = 2 .


  log  p Z ( 1 , − 1 ) = − ln ( 2 𝜋 ) − 1 ≈ − 2 . 837877 .


  log  p Y ( 1 , − 1 ) = − 2 . 837877 − ln 2 ≈ − 3 . 531024 .


   p Y ( 1 , − 1 ) ≈ 0 . 029275 .


   𝒉 1 =  g 1 ( 𝒛 )


   x 2 =  h  1 , 2 ,  x 1 = 3  h  1 , 1 +  h  1 , 2 .


  ln 3


  𝒛 = ( 1 , − 1  ) ⊤


   𝒉 1 = ( 1 , − 1  ) ⊤


  𝒙 = ( 2 , − 1  ) ⊤


   h  1 , 2 =  x 2 = − 1


   h  1 , 1 = (  x 1 −  x 2 ) / 3 = 1


   z 1 =  h  1 , 1 = 1


   z 2 = (  h  1 , 2 −  z 1 2 )  e  − a  z 1 = − 1


   𝑱 g ( 𝒛 ) =  𝑱   g 2 (  𝒉 1 )  𝑱   g 1 ( 𝒛 ) ,  𝒉 1 =  g 1 ( 𝒛 ) .


   d 0 = 2 − 2 ln 2


   𝑱 g =  (    3  1   0  1 )  (    1  0    d 0  2 ) =  (    3 +  d 0  2    d 0  2 ) .


  d e t  𝑱 g = 2 ( 3 +  d 0 ) − 2  d 0 = 3 × 2 = 6 .


  log | d e t  𝑱 g | = log | d e t  𝑱   g 2 (  𝒉 1 ) | + log | d e t  𝑱   g 1 ( 𝒛 ) | .


  K


   g 2  − 1


   g 1  − 1


  𝒙 = ( 2 , − 1  ) ⊤ ⟶  𝒉 1 = ( 1 , − 1  ) ⊤ ⟶ 𝒛 = ( 1 , − 1  ) ⊤ .


   p Z =    e  − 1  2 𝜋 ,  p   H 1 =    p Z 2 ≈ 0 . 029275 ,  p X =    p   H 1 3 ≈ 0 . 009758 .


  log  p 𝜃 ( 2 , − 1 ) = − ln ( 2 𝜋 ) − 1 − ln 2 − ln 3 ≈ − 4 . 629637 .


  2 × 3 = 6


  𝒛


  log  p Z


  a


  𝒙 = ( 2 , − 1  ) ⊤


   h  1 , 1 = 1 ,  h  1 , 2 = − 1


   z 1 = 1 ,  z 2 ( a ) = ( − 1 − 1 )  e  − a = − 2  e  − a .


  a


  J ( a ) = − log  p 𝜃 ( 2 , − 1 ) = ln ( 2 𝜋 ) +  1 2 ( 1 + 4  e  − 2 a ) + a + ln 3 .


   J ′ ( a ) = − 4  e  − 2 a + 1 , a = ln 2 : − 1 + 1 = 0 , J ≈ 4 . 629637 .


  − 1


  1


  s , t


  H W C = ( H / 2 ) ( W / 2 ) 4 C


  f : x → z


  z = (  z   ( 1 ) , … ,  z   ( L ) )


  g =  f  − 1


  s × s × c


  ( s / 2 ) × ( s / 2 ) × 4 c


  𝒟 = {  𝒙   [ n ]  }  n = 1 N


  J ( 𝜃 ) =  1 N   ∑  n = 1 N   [ − log  p Z (  𝒛   [ n ] ) +   ∑  k = 1 K  log | d e t  𝑱   g k (  𝒉  k − 1   [ n ] ) | ] ,  𝒛   [ n ] =  g 𝜃  − 1 (  𝒙   [ n ] ) .


  − log  p Z (  𝒛   [ n ] ) =  d 2 ln ( 2 𝜋 ) +  1 2 ‖  𝒛   [ n ]  ‖ 2


   𝒙   [ n ]


  𝜃


   𝒛   [ n ]


  𝜃 ← 𝜃 − 𝜂  𝛻 𝜃    J ^ B


     J ^ B


  𝜂 > 0


  𝜙 = 0 , 𝜋 / 4 , 𝜋 / 2 , 3 𝜋 / 4 , 𝜋


   𝜙 ′ = 𝜋 / 4


   x 𝜙 = g (  z 𝜙 )


  𝜃


   z   ( 1 ) , … ,  z   ( 4 )


   𝜙 ′ = 𝜋 / 4


  a = (  z   ( 1 ) +  z   ( 2 ) ) /  2


  b = (  z   ( 3 ) +  z   ( 4 ) ) /  2


  𝜙 = 0 , 𝜋 / 4 , 𝜋 / 2 , 3 𝜋 / 4 , 𝜋


   z 𝜙 = cos ( 𝜙 ) a + sin ( 𝜙 ) b .


   z 𝜙


   h 0 =  z 𝜙


   h k =  g k (  h  k − 1 )


   x 𝜙 =  h K


  a , b , − a


  z ~  p Z


   z 𝜙


  g


  P ( V = v ) =   ∫  v − 1 / 2  v + 1 / 2   p Y ( y ) d y .


  r = h ( y )


   p Y ( y ) =  p R ( h ( y ) ) |  h ′ ( y ) |


   h k


  k


  r ( t )


  t


   g 𝜃


  s , t

