
03 k近邻算法

从邻居投票到 kd 树检索
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本讲学习目标

◼ 解释 k 近邻怎样依据距离、邻居数量和多数投票形成分类结果

◼ 区分 k 近邻的预测规则与 kd 树的检索职责

◼ 借助示意图说明 kd 树的空间组织，跟随例子说明下降、候选更新、回溯和剪枝

◼ 认识特征尺度、邻居数量与数据条件对预测和检索的影响



1 k 近邻预测

距离、邻居数量与投票规则，以及完整分类结果
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k 近邻分类规则

◼ 所用特征与距离应反映任务相关的相似性，使邻近样本的标签对查询点具有参考意义

•特征尺度影响距离及邻居排序，需采用适合任务的尺度

◼ 保留带标签训练样本，查询时选择邻居并用其标签预测类别；本讲使用欧氏距离和等

权多数投票

1. 衡量距离：计算查询点到各训练样本的距离

− 欧氏距离表示特征空间中两点之间的直线距离

2. 选择邻居：按距离从小到大排序，取最近的 𝑘 个训练样本

− 𝑘 是参与投票的邻居数量

3. 多数投票：每个邻居投一票，以票数最多的类别作为预测

− 平票需预先约定处理方式
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训练样本与查询点

六个训练点已有猫或狗的标签，坐标表示两个已缩放的抽象教学特征

点 坐标 类别

𝑃1 2 3 猫

𝑃2 5 4 狗

𝑃3 4 7 狗

𝑃4 7 2 猫

𝑃5 8 1 猫

𝑃6 9 6 狗

查询点 𝑞 = (3,4.5)的类别未知，需要利用训练样本预测

本例使用欧氏距离，选择 𝑘 = 3个邻居，按标签等权多数投票；没有等

距或投票平局，点的坐标与类别均为教学构造

P₁
P₂

P₃

P₄
P₅

P₆

q

已缩放的教学特征 1

已缩放的教学特征 2
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近邻选择与多数投票

按查询点 𝑞 到六个训练点的欧氏距离排序，取前三个作为 𝑘 = 3的邻居

顺序 训练点 到 𝑞 的距离（约） 类别 参与投票

1 𝑃1 1.80 猫 是

2 𝑃2 2.06 狗 是

3 𝑃3 2.69 狗 是

4 𝑃4 4.72 猫 否

5 𝑃5 6.10 猫 否

6 𝑃6 6.18 狗 否

◼ 三个最近邻按标签投票，预测类别为狗

•邻居为 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3，标签为猫、狗、狗

•狗得到两票，猫得到一票

•这是依据邻居标签得到的预测，查询点的真实类别仍未知

P₁
P₂

P₃

P₄
P₅

P₆

q

已缩放的教学特征 1

已缩放的教学特征 2
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邻居数量与预测结果

训练样本、查询点、特征尺度、欧氏距离和等权投票规则保持不变，只

改变邻居数量 𝑘

邻居数

量
参与投票的邻居 类别票数 预测类别

𝑘 = 1 𝑃1 猫 1 票，狗 0 票 猫

𝑘 = 3 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 猫 1 票，狗 2 票 狗

◼ 距离排序保持不变，𝑘 改变参与投票的邻居集合

•本例增加的两个邻居均为狗，投票结果随之改变

◼ 邻居数量的取值

•较小的 𝑘 更依赖局部个别样本，较大的 𝑘 汇总更广邻域

•适合的取值依赖当前数据与任务
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k = 3



2 kd 树空间组织与查询

检索与预测的接口、空间组织与精确近邻查询
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近邻检索与分类预测

◼ 近邻检索：已知最近的 𝑘 个邻居即可投票；训练集增大后，需要高效找到这些邻居

•直接搜索：逐点比较全部训练样本，样本增多时，每次查询的距离计算量随之增加

• kd 树检索：按坐标维度递归切分空间，将训练点组织为二叉树

− 区域距离下界表示其中任意点到查询点的距离至少有多大；下界足以排除更近点时，可跳过整个区域

◼ 分类预测：邻居确定后，仍按其标签等权多数投票

•相同表示、距离和歧义约定下，精确检索返回相同邻居；检索方式改变，邻居目标与投票规则保持不

变

训练样本与查询
点

直接搜索

精确 kd 树查询

最近的 𝑘 个邻居 等权多数投票 预测类别
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kd 树的递归空间划分

𝑥1 = 7

P₁

P₂

P₃

P₄

P₅

P₆

已缩放的教学特征 1

已缩放的教学特征 2

P₄

左侧待处理
P₁、P₂、P₃

右侧待处理
P₅、P₆

◼ 按空间位置组织训练点，为近邻查询建立区域与子树

1. 选择坐标维度，以一个训练点的坐标切分当前区域

2. 该点保存为节点，其余点按坐标大小分到两侧子树

3. 在子区域递归切分，形成树结构

◼ 本例构造约定

•切分维度：交替使用 𝑥1, 𝑥2

•切分点：按当前维度排序后取上中位数；偶数个点取两个居中

点中坐标较大者

− 本例根为 𝑃4，切分线为 𝑥1 = 7
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空间划分与树结构的对应

◼ 每个节点保存一个训练点，切分边界只作用于该节点负责的区域；左右子树保存两侧

的点

𝑥1 = 7

𝑥2 = 4

𝑥2 = 6

P₁
P₂

P₃

P₄
P₅

P₆

已缩放的教学特征 1

已缩放的教学特征 2

P₄

P₂ P₆

P₁ P₃ P₅

左区域对应左子树；右区域对应右子树

•根节点 𝑃4：以 𝑥1 = 7分开左右区域，对应两棵子树

•子节点 𝑃2, 𝑃6：分别在左、右区域内按 𝑥2 切分，形成各自的子树

•叶节点 𝑃1, 𝑃3, 𝑃5：没有待分配的剩余点，不再产生子树

◼ 这棵树保留全部六个训练点；查询时根据节点的切分维度与边界，选择下降方向并检

查其他区域
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候选建立与区域判断

子树对应区域；当前切分线两侧，查询点所在

一侧称近侧，另一侧称远侧（本例不在切分线

上）

1. 近侧下降：优先检查近侧，访问节

点时保留已检查点中最近的至多 𝑘 个

作为候选

2. 回溯判断：返回分叉处；候选未满

或远侧仍可能有更近点时继续搜索，

否则安全剪枝

3. 查询完成：必要区域均已搜索或安

全排除，候选才成为精确最近邻

已建树与查询点 近侧下降并维护候选

返回分叉

候选未满或远侧仍可能有更近点？

是：搜索远侧并更新候
选

否：安全剪枝

还有待判断区域？是：继续回溯

否：精确最近邻
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候选维护与剪枝条件

◼ 候选维护：记录已找到哪些点及其最远距离

•候选集合：已访问点中保留的至多 𝑘 个最近点

•候选更新：访问节点时计算距离；不足 𝑘 个则加入，已满则仅用更近的新点替换最远候选

•搜索半径 𝑟：候选已满时，最远候选到查询点的距离；未满时不能据有限半径排除区域

◼ 远侧检查：判断另一侧是否仍可能改善候选

•距离下界 𝛿：查询点到切分线的垂直距离；到达远侧任意点都必须跨过切分线，因此其欧氏距离至少

为 𝛿

•继续搜索：候选未满，或已满且 𝛿 ≤ 𝑟时，搜索另一侧

•安全剪枝：候选已满且 𝛿 > 𝑟 时，可跳过另一侧子树

◼ 先下降到近侧，再沿访问路径返回并检查远侧；返回检查的过程称为回溯

•所有必要分支处理完毕，候选成为最终最近邻；目标仍是距查询点最近的 𝑘 个训练点
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近侧下降与候选建立

在已建树上按欧氏距离查询 𝑞 = (3,4.5)的 𝑘 = 3个近邻，初始候选为空

每次访问节点，先更新候选，再选择近侧

访问节

点

到 𝑞 的距

离（约）

更新后的候选集

合
近侧选择

𝑃4 4.72 𝑃4 𝑥1：3 < 7，进入左子树

𝑃2 2.06 𝑃4 𝑃2 𝑥2：4.5 > 4，进入右子树

𝑃3 2.69 𝑃4 𝑃2 𝑃3 𝑥1：3 < 4，进入空左子树

◼ 候选达到三个，最远点为 𝑃4，𝑟 ≈ 4.72

•搜索圆以 𝑞 为圆心、𝑟为半径，表示候选的最远距离范围

◼ 𝑃3 两侧均为空，返回 𝑃2

•祖先的远侧仍待检查，候选尚非最终最近邻

𝑥1 = 7

P₁
P₂

P₃

P₄
P₅

P₆

q

已缩放的教学特征 1

已缩放的教学特征 2

P₄

P₂ P₆

P₁ P₃ P₅
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回溯检查与候选更新

◼ 返回 𝑃2，判断是否搜索左子树

•候选为 𝑃4 𝑃2 𝑃3 ，𝑟 ≈ 4.72

•右侧已处理，左侧待检查

◼ 切分线为 𝑥2 = 4，𝛿 = |4.5 − 4| = 0.5

• 0.5 < 4.72，远侧仍可能有更近点，需搜索左子树

•旧搜索圆跨过切分线；判断依据是下界与半径的比较

◼ 访问 𝑃1，更新候选

•其距离约 1.80，小于最远候选 𝑃4 的 4.72

• 𝑃1 替换 𝑃4，候选变为 𝑃1 𝑃2 𝑃3

•最远点改为 𝑃3，𝑟 ≈ 2.69

◼ 沿已访问路径继续回溯

• 𝑃1 两侧为空；返回 𝑃2，其两侧已处理，再返回根 𝑃4，检查右子树

𝑥1 = 7

P₁
P₂

P₃

P₄
P₅

P₆

q

已缩放的教学特征 1

已缩放的教学特征 2

虚线：旧半径 4.72

实线：新半径 2.69

P₄

P₂ P₆

P₁ P₃ P₅

回溯：𝑃2 → 𝑃1 → 𝑃2 → 𝑃4
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安全剪枝与查询结果

◼ 返回根 𝑃4，判断是否搜索右子树

•候选为 𝑃1 𝑃2 𝑃3 ，𝑟 ≈ 2.69

•左子树已处理，右子树待检查

◼ 切分线为 𝑥1 = 7，𝛿 = |3 − 7| = 4

•右侧任意点到 𝑞 的距离至少为 4，超过当前半径 2.69

•可跳过含 𝑃6, 𝑃5 的右子树；搜索圆未触及切分线

•本次剪枝跳过两个点的距离检查，保持精确结果

◼ 根的两侧均已搜索或安全排除，查询结束

•最近邻为 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3，与前面直接搜索的结果相同

•标签为猫、狗、狗，狗两票、猫一票，预测为狗；真实类别仍未知

其他数据上的检索效率仍取决于数据条件

剪枝

𝑥1 = 7

P₁
P₂

P₃

P₄
P₅

P₆

q

已缩放的教学特征 1

已缩放的教学特征 2

P₄

P₂ P₆

P₁ P₃ P₅



3 方法条件与总结

预测条件、检索条件与已建立认识
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k 近邻与 kd 树的使用条件

◼ k 近邻预测

•特征与尺度：邻近标签是否有参考意义，取决

于特征和任务；尺度差异可能使某些特征主导

欧氏距离，应采用适合任务的尺度。本例特征

已缩放

•邻居数量：𝑘改变投票范围；较小的 𝑘 更依赖

局部个别样本，较大的 𝑘 汇总更广邻域，取值

依赖数据与任务

•样本访问：预测时需要保留或访问带标签训练

样本

◼ kd 树检索

•按前述规则维护候选、执行必要回溯与安全剪

枝，得到与直接搜索相同的最近邻；投票规则

保持不变

•检索效率：可排除的区域取决于维度与数据分

布；高维或切分难以排除候选时，仍可能检查

大量节点，甚至慢于直接搜索
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本讲总结

◼ k 近邻预测：以距离选择最近的 𝑘 个邻居，由标签投票得到预测类别

◼ kd 树检索：递归划分空间，使子树对应区域；下降建立候选，回溯时比较距离下界

与搜索半径，完成必要搜索或安全剪枝，得到精确邻居

◼ kd 树改变寻找邻居的过程；相同邻居按相同规则投票，预测结果不变

◼ 特征、尺度和 𝑘 影响预测依据；维度与数据分布影响检索效率


	幻灯片 1
	幻灯片 2: 本讲学习目标
	幻灯片 3
	幻灯片 4: k 近邻分类规则
	幻灯片 5: 训练样本与查询点
	幻灯片 6: 近邻选择与多数投票
	幻灯片 7: 邻居数量与预测结果
	幻灯片 8
	幻灯片 9: 近邻检索与分类预测
	幻灯片 10: kd 树的递归空间划分
	幻灯片 11: 空间划分与树结构的对应
	幻灯片 12: 候选建立与区域判断
	幻灯片 13: 候选维护与剪枝条件
	幻灯片 14: 近侧下降与候选建立
	幻灯片 15: 回溯检查与候选更新
	幻灯片 16: 安全剪枝与查询结果
	幻灯片 17
	幻灯片 18: k 近邻与 kd 树的使用条件
	幻灯片 19: 本讲总结


  k


  k


   P 1


   ( 2 , 3 )


   P 2


   ( 5 , 4 )


   P 3


   ( 4 , 7 )


   P 4


   ( 7 , 2 )


   P 5


   ( 8 , 1 )


   P 6


   ( 9 , 6 )


  q = ( 3 , 4 . 5 )


  k = 3


  q


  k = 3


  q


   P 1


   P 2


   P 3


   P 4


   P 5


   P 6


   P 1 ,  P 2 ,  P 3


  k


  k = 1


   P 1


  k = 3


   P 1 ,  P 2 ,  P 3


  k


  k


  k


  k


  k


   x 1 = 7


   x 1 ,  x 2


   P 4


   x 1 = 7


   x 1 = 7


   x 2 = 4


   x 2 = 6


   P 4


   x 1 = 7


   P 2 ,  P 6


   x 2


   P 1 ,  P 3 ,  P 5


  k


  k


  k


  r


  𝛿


  𝛿


  𝛿 ≤ r


  𝛿 > r


  k


  q = ( 3 , 4 . 5 )


  k = 3


  q


   P 4


   {  P 4 }


   x 1


  3 < 7


   P 2


   {   P 4 ,   P 2 }


   x 2


  4 . 5 > 4


   P 3


   {   P 4 ,   P 2 ,   P 3 }


   x 1


  3 < 4


   P 4


  r ≈ 4 . 72


  q


  r


   P 3


   P 2


   x 1 = 7


   P 2


   {   P 4 ,   P 2 ,   P 3 }


  r ≈ 4 . 72


   x 2 = 4


  𝛿 = | 4 . 5 − 4 | = 0 . 5


  0 . 5 < 4 . 72


   P 1


  1 . 80


   P 4


  4 . 72


   P 1


   P 4


   {   P 1 ,   P 2 ,   P 3 }


   P 3


  r ≈ 2 . 69


   P 1


   P 2


   P 4


   x 1 = 7


   P 2 →  P 1 →  P 2 →  P 4


   P 4


   {   P 1 ,   P 2 ,   P 3 }


  r ≈ 2 . 69


   x 1 = 7


  𝛿 = | 3 − 7 | = 4


  q


  4


  2 . 69


   P 6 ,  P 5


   P 1 ,  P 2 ,  P 3


   x 1 = 7


  k


  k


  k


  k


  k

