
优化算法与学习率

机器学习 · 深度学习基础
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学习目标

◼ 解释小批量梯度、共同学习率与优化轨迹之间的关系

◼ 说明动量如何利用历史趋势，RMSProp如何调整坐标尺度

◼ 解释Adam的方向／幅度组合、零初始修正及全局学习率作用

◼ 说明学习率调度的动机，并在明确配置与预算下比较优化进展



1 梯度估计与步长

批次决定本次梯度，学习率与目标曲率共同影响参数位移。
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训练目标与局部更新

优化算法利用已计算的梯度，寻找使训练集平均损失降低的参数：

𝐿(𝜽) =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

ℓ𝑖 (𝜽)

◼ 𝑁是样本数，ℓ𝑖是单样本损失，𝜽是展开的参数向量

◼ 在损失可微且梯度非零处，沿负梯度走足够小的一步可以降低损失；实际位移还取决

于梯度估计与学习率

◼ 深层网络目标通常非凸；局部下降或零梯度均不能保证全局最优

• 局部极小、鞍点和平坦区域只用于说明局部信息的边界

◼ 降低训练损失与改善泛化是不同问题；后者由验证和测试判断
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曲率差异与共同学习率

等高线连接同损失位置；陡峭 𝑣 方向达到同样

损失增量所需距离更短。

𝐿(𝑢, 𝑣) =
1

2
𝑢2 + 5𝑣2, 𝛻𝐿 = (𝑢, 10𝑣)

◼ 同一 𝐿 = 2：沿 𝑢 距离为2，沿 𝑣 约

0.632

◼ 为照顾 𝑣 缩小共同学习率，也会减慢

𝑢 方向的进展

◼ 教学函数的一步更新 𝜂 = 0.15：𝐴 →

𝐵 中 𝑣 跨零，𝑢 仅小幅前进

𝑢

𝑣

𝐿 = 0.5

𝐿 = 2

𝐿 = 5.5

𝑢距离 2

𝑣距离≈0.632

同一损失增量 𝐿 = 2

𝐴 = (1,1)

𝐵 = (0.85, −0.5)最低点 (0,0)
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同一参数处，不同批次提供不同梯度

设单参数模型预测 𝑤，四个目标值为 0、2、4、6，单样本损失为 ℓ𝑖(𝑤) =
1

2
(𝑤 − 𝑦𝑖)

2。在固定 𝑤 = 5

处：

目标 𝑦 0 2 4 6

梯度 𝑤 − 𝑦 5 3 1 −1

◼ 同一参数处，全体平均梯度为2；前两样本平均为4，后两样本平均为0。批次不同，

估计就可能不同

◼ 小批量梯度是整体梯度的估计；固定参数处均匀抽取同大小批次，所有可能批次的梯

度平均等于整体梯度，某一次却可以偏离。这种偏离称为梯度噪声



7

SGD 用当前批次平均梯度更新

小批量随机梯度下降（mini-batch SGD）用一批样本的平均梯度进行一次更新：

𝒈𝑡 =
1

ℬ𝑡
෍

𝑖∈ℬ𝑡

𝛻 ℓ𝑖(𝜽𝑡−1), 𝜽𝑡 = 𝜽𝑡−1 − 𝜂𝑡𝒈𝑡

◼ ℬ𝑡 是当前批次；𝑡 从1开始，梯度在更新前的参数处计算。𝑑 是展开后的参数个数，𝜽

与 𝒈 均有 𝑑 个分量

◼ 𝜂𝑡 > 0 是本次更新的学习率，与梯度一起决定参数位移的大小

◼ 本例从 𝑤 = 5、𝜂 = 0.1 出发，使用平均梯度 4 更新到 4.6；若使用另一批的 0，则仍

为 5

◼ 批次梯度可能偏离全体梯度，使更新后的整体损失暂时上升；若每步还换用当前批次

计算损失，曲线又包含样本组成变化的影响

◼ 批量增大通常减小估计噪声，但每次计算更大；实际速度还受设备与数据处理影响
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一轮、一次更新与处理样本量是不同单位

epoch 是完整遍历一次训练集；step 是进行一次参数更新。

𝑁 = 100，批量均整除样本数 batch size 每 epoch 更新次数 每 epoch 处理样本

小批次 10 10 100

大批次 50 2 100

◼ 同样 10 次更新，前者处理 100 个样本，后者处理 500 个；横轴相同步数不代表相同

数据量

◼ 比较批次或优化器时，明确固定的是epoch数、处理样本量、更新次数还是用时；它

们描述不同的训练投入
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学习率与收敛轨迹

回到狭长曲面的步长问题，先隔离一个方向：

设 𝐿(𝑤) = 𝑤2/2，梯度为 𝑤。

𝑤𝑡 = (1 − 𝜂)𝑤𝑡−1

从 𝑤0 = 1 出发：

𝜂 𝑤1 𝑤2 轨迹含义

0.1 0.9 0.81 同侧缓慢接近

1.5 −0.5 0.25
两侧摆动且幅

度缩小

2.1 −1.1 1.21
摆动且幅度增

大

◼ 仅对此二次函数，0 < 𝜂 < 2使|1 −

𝜂| < 1，参数逐渐接近0

𝑡

𝑤

0 1 2

-1

1

𝜂 = 0.1 𝜂 = 1.5 𝜂 = 2.1
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曲率与共同学习率

二次函数 𝐿(𝑤) = 𝑎𝑤2/2、𝑎 > 0 中，曲率 𝑎 表示梯度随参数变化的快慢。更新乘数为 1 − 𝜂𝑎；要让任

意初值的参数逐渐接近0，这个乘数的绝对值必须小于1。

𝑤𝑡 = (1 − 𝜂𝑎)𝑤𝑡−1, |1 − 𝜂𝑎| < 1 ⟺ 0 < 𝜂 <
2

𝑎

◼ 曲率越大，允许的学习率上界越小。回到狭长曲面：𝑢 方向 𝑎 = 1，𝑣 方向 𝑎 = 10，

共同正学习率需满足更紧的 𝜂 < 0.2

◼ 这个限制照顾了较陡方向，却可能使较缓方向进展很慢

◼ 区间只适用于上述二次函数；网络中的批次噪声、参数位置及训练阶段还会影响轨迹



2 历史与逐参数尺度

方向平均保留历史趋势，平方平均提供幅度，两者组合成Adam更新。
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梯度历史与动量

动量（Momentum）用衰减的历史平均决定更新：持续同向的信息留下来，来回交替的作用部分抵消。

◼ 两组当前梯度都是+1，历史平均却不同；动量改变的是更新所使用的信息

◼ 指数加权平均保留部分旧历史，再加入当前梯度；越早的信息留下得越少

𝑚𝑡 = 𝛽𝑚𝑡−1 + (1 − 𝛽)𝑔𝑡 , 𝑚0 = 0,0 ≤ 𝛽 < 1

𝛽 越大，对较早历史保留越久；本例取 𝛽 = 0.5。图中箭头表示梯度符号，参数位移方向与它相反。

持续同向

+1

𝑡 = 1

+1

𝑡 = 2

+1

𝑡 = 3

𝑚3 = .875

交替变化

+1

𝑡 = 1

−1

𝑡 = 2

+1

𝑡 = 3

𝑚3 = .375
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历史改变当前更新量

当前位置的梯度描述当前坡度，历史平均还保留前几步的趋势。本例每次梯度幅度相同，同向历史得到

较大的平均量，交替历史得到较小的平均量；参数沿平均梯度的反方向移动。

𝜽𝑡 = 𝜽𝑡−1 − 𝜂𝑡𝒎𝑡

𝛽 = 0.5、𝑚0 = 0；下表只验证前页两种历史在同一平均规则下的差异：

梯度历史 𝑚1 𝑚2 𝑚3

+1、+1、+1 0.5 0.75 0.875

+1、−1、+1 0.5 −0.25 0.375

◼ 例如同向历史取 𝜂 = 0.2，第三步位移为 −0.2×0.875 = −0.175；交替历史的末步平

均更小

◼ 每个坐标执行相同递推。本课采用带 1 − 𝛽 的平均形式，其他速度形式需换算状态

及学习率

◼ 这是指定梯度输入，尚未绑定某个函数；函数上的行为由下一页解释
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动量的历史作用与滞后

沿用狭长曲面 𝐿(𝑢, 𝑣) = 𝑢2/2 + 5𝑣2，从(1,1)出发，𝜂 = 0.15。动量采用 𝛽 = 0.5、零初始状态。

◼ SGD使用当前梯度；动量还保留历史

◼ 第二步：当前 𝑔𝑣 = 2.5，历史 𝑚𝑣 = 3.75

◼ 历史保留趋势，也会延迟响应；旧历史

仍推动 𝑣 越过0

◼ 仅画两步；相同 𝜂 不代表同等调优，不

能据此排名

局部放大：两轴每单位长度相同

𝑢 ∈ [0.65,1.15]，𝑣 ∈ [−0.6,1.1]
最低点(0,0)在窗口外

-0.5

0

0.5

1.0

0.7 0.9 1.1 𝑢

𝑣

SGD 𝑡 = 1

SGD 𝑡 = 2

动量 𝑡 = 1

动量 𝑡 = 2

共同初值 (1,1)

同一位置的𝑣分量

仅使用
当前梯度

−0.375

使用
历史平均

−0.5625

起点 𝑣 = 0.25

动量 𝛽 = 0.5
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指数平均的记忆与边界

前面的趋势保留与响应滞后，来自同一份有记忆的状态。将递推展开，可以看清每次梯度留下了多少作

用：

𝑚𝑡 = (1 − 𝛽)෍
𝑘=0

𝑡−1

𝛽𝑘 𝑔𝑡−𝑘

◼ 𝑘 是从当前步向前回溯的步数：𝑘 = 0 对应当前梯度，权重为 1 − 𝛽；较早的梯度对应

更大的 𝑘，在 0 < 𝛽 < 1 时权重更小

◼ 零初始且 0 < 𝛽 < 1 时，这些权重的和还不足1；在Adam偏差修正中继续使用这一结

果

◼ 𝛽、𝜂 和初始状态共同影响轨迹；历史平均不能完全消除噪声

◼ 动量不保证每步下降、全局最优或最佳泛化

◼ 接下来区分另一类历史：保留梯度的幅度，而不保留正负符号
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RMSProp的逐坐标缩放

RMSProp按各坐标的历史梯度幅度分别缩放，既改变位移大小，也可能改变更新方向。

𝑣𝑡 = 𝜌𝑣𝑡−1 + (1 − 𝜌)𝑔𝑡
2, 𝛥𝜃𝑡 = −𝜂𝑡

𝑔𝑡

𝑣𝑡+𝜖

◼ 平方防止正负抵消，平均记录幅度，开

方后按坐标相除

◼ 相同 𝜂 下，两个坐标按不同比例缩放，

方向随之改变

◼ 图取恒定梯度极限、忽略 𝜖，不表示第

一步或收敛优势

◼ 逐坐标运算；0 ≤ 𝜌 < 1、𝑣0 = 0、𝜖 >

0 且在根号外。𝑣 不是曲率或严格方差

同一梯度 (1,10)；历史幅度 (1,10)

当前梯度 除以历史幅度 缩放比值

𝑢坐标 1 ÷ 1 1

𝑣坐标 10 ÷ 10 1

𝛥𝑢

𝛥𝑣

0

SGD

(−0.1, −1)

RMSProp缩放

(−0.1, −0.1)

𝜂 = 0.1；同一坐标比例，忽略𝜖
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Adam的历史信息组合

Adam组合两类历史：分子保留动量的有符号趋势，分母按RMSProp的思路调整各坐标尺度，𝜂 控制整

体位移。有符号历史同时含方向和幅度。

𝑚𝑡 = 𝛽1𝑚𝑡−1 + (1 − 𝛽1)𝑔𝑡

𝑣𝑡 = 𝛽2𝑣𝑡−1 + (1 − 𝛽2)𝑔𝑡
2

ෝ𝑚𝑡 =
𝑚𝑡

1−𝛽1
𝑡 , ො𝑣𝑡 =

𝑣𝑡

1−𝛽2
𝑡

𝜃𝑡 = 𝜃𝑡−1 − 𝜂𝑡
ෝ𝑚𝑡

ො𝑣𝑡+𝜖

◼ 逐坐标运算；在 𝜃𝑡−1 处求 𝑔𝑡，𝑡 ≥ 1

◼ 𝑚0 = 𝑣0 = 0，0 ≤ 𝛽1, 𝛽2 < 1；𝜖 > 0 在根

号外

◼ 两种 𝛽 控制记忆，带帽状态补偿零初值

的影响；𝜂 仍需选择

当前梯度 𝑔𝑡

有符号历史 𝑚𝑡

修正 → ෝ𝑚𝑡

平方历史 𝑣𝑡
修正 → ො𝑣𝑡

逐坐标组合
ෝ𝑚𝑡

ො𝑣𝑡 + 𝜖

全局步长
𝜂𝑡

参数位移

𝛥𝜃𝑡 = −𝜂𝑡 ෝ𝑚𝑡/( ො𝑣𝑡 + 𝜖)

𝜃𝑡 = 𝜃𝑡−1 + 𝛥𝜃𝑡
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零初始状态与偏差修正

沿用动量的历史展开式，零初始时实际梯度的累计权重为：

(1 − 𝛽)෍
𝑘=0

𝑡−1

𝛽𝑘 = 1 − 𝛽𝑡

在常用的 0 < 𝛽 < 1 时，这个和小于1，早期状态因而受到零初值的影响。偏差修正除以累计权重，使

实际历史的权重和归一化为1；𝛽 = 0 时无需修正。

ෝ𝑚𝑡 =
𝑚𝑡

1 − 𝛽1
𝑡 , ො𝑣𝑡 =

𝑣𝑡

1 − 𝛽2
𝑡

◼ 一次简单验证：𝑔1 = 2、𝛽1 = 0.9，则 𝑚1 = 0.2；归一化后 ෝ𝑚1 = 0.2/0.1 = 2

◼ 两类状态各用自己的 𝛽，因此分别除以 1 − 𝛽1
𝑡 与 1 − 𝛽2

𝑡

◼ 二阶状态按同一思路修正平方梯度的平均

• 梯度均值及平方梯度均值分别稳定时，可补偿相应平均的零初始偏差

◼ 修正补偿零初值，不消除随机波动；后续更新仍受实际梯度历史与 𝜂 影响
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Adam的历史方向与当前梯度

当梯度变号，历史方向未必立即变号。指定输入 𝑔1 = 2、𝑔2 = −1，从 𝜃0 = 1 出发；𝑚0 = 𝑣0 = 0，

𝛽1 = 0.9、𝛽2 = 0.99、𝜂 = 0.2、𝜖 = 10−8。

◼ 𝑔2 < 0，当前负梯度向右

◼ 𝑚2 = 0.08， ෝ𝑚2 ≈ 0.421 > 0，历史仍为

正

◼ Adam位移向左；幅度状态只缩放大小，

符号由 −ෝ𝑚2 决定

◼ 历史会使更新滞后于当前梯度

◼ 指定输入不是函数轨迹，不能据此判断

损失变化

参数 𝜃：相同起点与单位尺度

当前负梯度

−𝜂𝑔2 = +0.2

起点≈0.8

Adam实际位移

𝛥𝜃2 ≈ −0.05334

起点≈0.8



3 学习率调度与结果比较

解释阶段步长变化，再在明确配置、指标和预算下比较进展。
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梯度噪声与学习率

沿用 𝐿(𝑤) = 𝑤2/2，最优点 𝑤 = 0。构造一个无偏但有波动的梯度 𝑔 = 𝑤 + 𝜉，其中 𝜉 等概率取 +1 或

−1；平均梯度为 𝑤，单次梯度不一定为零。

从同一个 𝑤 = 0 做一步 𝑤′ = 𝑤 − 𝜂𝑔：

学习率 𝜂
𝜉 = +1时

的 𝑤′

𝜉 = −1时

的 𝑤′

两种情况的损

失 𝐿(𝑤′)

0.1 −0.1 +0.1 0.005

0.025 −0.025 +0.025 0.0003125

◼ 此处更新由噪声推动；𝜂 减为四分之一，偏移

减为四分之一，二次损失增量减为十六分之一

◼ 远离最优点时，𝜂 也缩放真实梯度进展；𝜂 过

小会走得慢，衰减时机仍需结合进展判断

更新后参数 𝑤′

𝜂 = 0.1

−0.1

𝜉 = +1

+0.1

𝜉 = −1

0

𝜂 = 0.025

−0.025

𝜉 = +1

+0.025

𝜉 = −1

0
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学习率调度与训练阶段

学习率调度使不同训练阶段采用不同的全局更新尺度。

阶梯衰减是代表性方案：每完成 𝐾 个epoch，将 𝜂 乘以

0 < 𝛾 < 1。

𝜂(𝑒) = 𝜂0𝛾
⌊𝑒/𝐾⌋

◼ 图中 𝜂0 = 0.1、𝐾 = 3、𝛾 = 0.5，epoch索引

𝑒 从0开始

◼ 较小 𝜂 减小噪声位移，也减慢真实进展；初值

与时机需结合训练和验证判断

◼ 调度改变 𝜂，不改变损失定义，不重置动量或

Adam历史

◼ 计数单位是epoch，区别于step；阶梯并非唯

一调度方式

全局学习率 𝜂

0.025

0.05

0.1

0 3 6 9

epoch索引 𝑒
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优化器轨迹比较

复用 𝐿(𝑢, 𝑣) = 𝑢2/2 + 5𝑣2，初值(1,1)，每步在各自更新前参数处重算全梯度；没有随机批次。

◼ 𝜂 = 0.15 固定，历史初值零；动量 𝛽 = 0.5，Adam 𝛽1 = 0.9、𝛽2 = 0.99、𝜖 = 10−8

配置 𝑡 = 5
𝑡

= 10

SGD 0.103 0.0194

动量 0.167 0.0177

Adam 0.410 0.345

0.001

0.01

0.1

1

10

0 5 10

更新次数 𝑡

𝑡 = 5：SGD较低 𝑡 = 10：动量较低

损失（对数刻度）

SGD 动量 Adam

指定配置的计算结果；损失纵轴为对数刻度，相邻主刻度相差10倍。
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优化器比较的条件

前页回答的是：这些配置在这个函数、这些观察时点下取得了什么优化进展。

◼ 观察到的结果：第5步与第10步，SGD和动量的损失排序不同；比较结论依赖观察时

点与指标

• Adam的历史也持续影响轨迹，首次更新的幅度性质不能推广到每一步

◼ 能够支持的判断：本例比较指定配置在相同全梯度计算次数下的优化进展

• 相同 𝜂 不意味着各方法得到同等程度的调优，不能据此判断算法普遍优劣

• 未测量用时，也没有验证或测试结果；效率与泛化表现仍需各自的证据
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真实训练的比较条件

比较前固定任务、数据划分、模型及初始化条件，明确各方法配置。不同目标需要不同证据：

比较目标 评价依据与对齐条件

参数优化进展 同一完整训练集、损失定义与归约方式；明确样本处理量或更新预算

计算效率 同一计算平台，记录用时；比较明确时间预算内的进展

泛化表现 验证集选择配置，独立测试集报告；注明数据与训练条件

◼ 不同批量的相同step数可能处理不同样本量；相同 𝜂 也不代表同等调优

◼ 前例只比较同梯度次数的优化进展；第6讲进一步讨论验证选择与训练诊断
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本讲总结

不同方法改变的是更新所使用的信息，学习率调度改变的是训练阶段的全局尺度。

方法 更新使用的核心信息

SGD 当前批次梯度

Momentum 当前梯度与有符号的历史趋势

RMSProp 当前梯度与历史幅度

Adam 有符号历史梯度与历史幅度

学习率调度 不同训练阶段的全局学习率

◼ 历史方向也包含幅度；按坐标缩放仍需全局学习率，历史也可能产生滞后

◼ 零初始修正补偿早期权重；比较须说明配置、指标与预算，优化进展不等同于泛化
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