
15 奇异值分解

从矩阵的几何作用到低秩近似



1 矩阵的几何作用

从输入方向、伸缩强度和输出方向理解矩阵
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矩阵把输入空间中的向量映射到输出空间

◼输入

• 𝑥 ∈ ℝ𝑛 描述输入空间中的方向与长度

◼线性变换

• 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 对所有输入使用同一线性规则

◼输出

• 𝑦 = 𝐴𝑥 ∈ ℝ𝑚

◼要解决的问题

•哪些输入方向最重要，它们被映射到哪里，长度改变多少？
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单位圆的像显示矩阵的主要作用方向

◼观察对象

•单位圆包含所有长度为 1 的二维输入方

向

◼经过矩阵 𝐴

•一般得到椭圆，也可能退化为线段或一个

点

◼几何读法

•椭圆半轴方向是左奇异向量

•半轴长度是奇异值

•对应半轴的原始输入方向是右奇异向量

v₁

单位圆

A

σ₁u₁

σ₂u₂

椭圆

半轴方向：uᵢ；半轴长度：σᵢ
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SVD 把矩阵作用分成三个连续步骤

◼实际作用次序从右向左读取

• 𝑉𝑇：用一组正交基描述输入方向

• 𝛴：沿坐标轴分别伸缩，或把某些方向压

到零

• 𝑈：把结果放到输出空间的正交方向

◼整体关系

• 𝐴 = 𝑈𝛴𝑉𝑇

Vᵀ Σ U

原输入 换坐标 分别伸缩 放到输出

观察：Vᵀ 保持圆形；Σ 改变形状；U 改变方向
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SVD 的三个因子

◼对 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛，完整 SVD 为

• 𝐴 = 𝑈𝛴𝑉𝑇

◼输出正交因子 𝑈 ∈ ℝ𝑚×𝑚

•列向量正交归一，描述输出方向

◼输入正交因子 𝑉 ∈ ℝ𝑛×𝑛

•列向量正交归一，描述输入方向

◼伸缩因子 𝛴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

•对角线上为 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 0
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奇异三元组

◼令 𝑝 = 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛)，配对索引为 𝑖 = 1,… , 𝑝

◼输入方向：𝑣𝑖

◼伸缩强度：𝜎𝑖

◼输出方向：𝑢𝑖

◼核心关系

• 𝐴𝑣𝑖 = 𝜎𝑖𝑢𝑖

• 𝐴𝑇𝑢𝑖 = 𝜎𝑖𝑣𝑖

◼当 𝜎𝑖 = 0时，𝐴𝑣𝑖 = 0，因此 𝑣𝑖 ∈ 𝑛𝑢𝑙𝑙(𝐴)

•此时不能通过 𝑢𝑖 = 𝐴𝑣𝑖/𝜎𝑖 构造左奇异向量
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完整、薄和截断 SVD 保留的内容不同

◼完整 SVD

•保存输入和输出空间的完整正交基

◼薄 SVD

•令 𝑝 = 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛)，统一写为 𝐴 = 𝑈𝑝𝛴𝑝𝑉𝑝
𝑇

• 𝑈𝑝 ∈ ℝ𝑚×𝑝, 𝛴𝑝 ∈ ℝ𝑝×𝑝, 𝑉𝑝 ∈ ℝ𝑛×𝑝

•去掉完整 SVD 中不参与矩阵乘积的额外基向量，保留 𝑝 = 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛)个可配对方向

◼截断 SVD

•只保留最大的 𝑘 个奇异值及对应向量

•得到秩至多为 𝑘 的近似 𝐴𝑘



2 奇异方向怎样构造

从输入空间的方向出发，理解伸缩强度与输出方向
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两个对称矩阵从两侧寻找同一组伸缩

◼输入侧：𝐴𝑇𝐴𝑣𝑖 = 𝜎𝑖
2𝑣𝑖

• 𝑣𝑖 是圆上被送往椭圆半轴的原方向

◼输出侧：𝐴𝐴𝑇𝑢𝑖 = 𝜎𝑖
2𝑢𝑖

• 𝑢𝑖 是椭圆的半轴方向

◼配对：𝐴𝑣𝑖 = 𝜎𝑖𝑢𝑖

•两侧非零特征值相同，都是 𝜎𝑖
2

vᵢ

输入方向

AᵀA

A
σᵢuᵢ

输出半轴

AAᵀ

同一非零谱：σᵢ²；方向由 A 配对



11

输入方向来自 𝐴𝑇𝐴

◼为什么转向 𝐴𝑇𝐴

•要比较单位输入方向的像长度；‖𝐴𝑣‖2 = 𝑣𝑇𝐴𝑇𝐴𝑣把这个问题留在输入空间

◼第一步：求输入方向

• 𝐴𝑇𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖

◼第二步：求伸缩强度

• 𝐴𝑇𝐴半正定，所以 𝜆𝑖 ≥ 0

• 𝜎𝑖 = 𝜆𝑖

◼这一步得到

•右奇异方向 𝑣𝑖 和相应伸缩强度 𝜎𝑖

•因为 𝑣𝑖
𝑇𝐴𝑇𝐴𝑣𝑖 = ‖𝐴𝑣𝑖‖

2，所以 𝜎𝑖 正是该输入方向的像长度
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输出方向与零方向

◼对 𝜎𝑖 > 0，把 𝐴𝑣𝑖 归一化得到

• 𝑢𝑖 =
𝐴𝑣𝑖

𝜎𝑖
, 𝐴𝑣𝑖 = 𝜎𝑖𝑢𝑖

◼对 𝜎𝑖 = 0，𝐴𝑣𝑖 = 0

•这个输入方向在零空间中，不能用除以 𝜎𝑖 的公式构造 𝑢𝑖

◼所有非零方向的作用相加，就能重构原矩阵

• 𝐴 = σ𝑖=1
𝑟 𝜎𝑖 𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑇

• 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)，即非零奇异值的数量
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二维算例：从 𝐴𝑇𝐴得到奇异三元组

◼输入与输入侧谱

• 𝐴 =
0 3
2 0

, 𝐴𝑇𝐴 =
4 0
0 9

◼按奇异值降序配对

• 𝜎1 = 3, 𝑣1 = (0,1)𝑇; 𝜎2 = 2, 𝑣2 = (1,0)𝑇

◼映到输出方向

• 𝑢1 = 𝐴𝑣1/𝜎1 = (1,0)𝑇; 𝑢2 = 𝐴𝑣2/𝜎2 =

(0,1)𝑇

◼重构闭环

• 𝐴 = 3𝑢1𝑣1
𝑇 + 2𝑢2𝑣2

𝑇

v₁

v₂

输入方向

A

×3 / ×2

3u₁

2u₂

输出方向

v₁映到 u₁；v₂映到 u₂



3 秩一分量与低秩近似

矩阵可以看成按奇异值排序的简单作用之和
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外积展开把矩阵拆成一组秩一作用

◼ 𝐴 = σ𝑖=1
𝑟 𝜎𝑖 𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑇

◼ 𝑣𝑖
𝑇𝑥 读取输入在方向 𝑣𝑖 上的坐标

◼ 𝜎𝑖 调整这个坐标的强度

◼ 𝑢𝑖 把结果放到输出方向

◼每个 𝜎𝑖𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑇 的秩至多为 1

x

vᵢ

投影：vᵢᵀx

× σᵢ

uᵢ

输出的一项

只沿一个输出方向产生贡献
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截断 SVD 只保留最强的 𝑘 个方向

◼ 𝐴𝑘 = σ𝑖=1
𝑘 𝜎𝑖 𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑇

◼保留

•最大奇异值对应的输入输出关系

◼舍弃

•其余较弱方向及其细节

◼结果

• 𝐴𝑘 的秩至多为 𝑘

•存储从约 𝑚𝑛个数降为约 𝑘(𝑚 + 𝑛 + 1)

个数

σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6

保留前 k 项 舍弃尾部

截断位置 k（图示取 3）

示意谱，非具体矩阵数据
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最佳低秩近似

◼各秩一项相互正交，舍弃代价由奇异值决定；因此保留最大的 𝑘 项

◼谱范数误差

• 𝑚𝑖𝑛𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵)≤𝑘‖𝐴 − 𝐵‖2 = ‖𝐴 − 𝐴𝑘‖2 = 𝜎𝑘+1

◼ Frobenius 范数误差

• 𝑚𝑖𝑛𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵)≤𝑘‖𝐴 − 𝐵‖𝐹
2 = ‖𝐴 − 𝐴𝑘‖𝐹

2 = ෌
𝑖>𝑘

𝜎𝑖
2

◼ “最佳”的准确含义

•固定近似秩并使用指定矩阵范数衡量误差，不保证下游预测效果最佳
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累计能量与 𝑘 的选择

◼保留的 Frobenius 能量比例：当෌
𝑖
𝜎𝑖
2 > 0时

• 𝜌𝑘 =
෍

𝑖≤𝑘
𝜎𝑖
2

෌
𝑖
𝜎𝑖
2

◼阈值选取规则

• 𝑘 = 𝑚𝑖𝑛{𝑗: 𝜌𝑗 ≥ 𝜂}

•给定阈值 𝜂，取累计能量首次达到阈值的最小 𝑘

◼能量比例只反映矩阵近似误差，最终 𝑘 仍应结合验证集性能或任务约束选择



4 SVD 可以怎样用

保留、舍弃或反演奇异方向产生不同用途
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真实图像中的低秩近似：质量与存储

◼灰度图像是像素矩阵 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛，

截断 SVD 用 𝑘(𝑚 + 𝑛 + 1)个参数

表示 𝐴𝑘

◼图下注明的能量保留率与相对
Frobenius 误差均由当前图像实际

计算

◼奇异值衰减越快，较小的 𝑘 越可能

保留主要结构

原图

160×240

38,400 像素

k=5

参数 2,005

能量 91.9%

相对误差 28.4%

k=30

参数 12,030

能量 97.5%

相对误差 15.7%

同一张图、同一次实际 SVD 计算
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数据降噪

◼建模假设

•有用结构集中在少数强方向，部分扰动分散在弱方向

◼操作

•对观测矩阵做截断 SVD，舍弃选定的弱方向

◼输出

•得到较低秩、结构更集中的矩阵

◼必要边界

•小奇异值不必然是噪声

•信号也可能位于弱方向，阈值需要结合任务验证



22

同一矩阵可读作变换，也可读作数据表

◼约定 𝑋 ∈ ℝ𝑁×𝑑：行是样本，列是特征

◼ 𝑣𝑖：特征空间中的方向

◼ 𝜎𝑖𝑢𝑖 = 𝑋𝑣𝑖：所有样本在该方向上的得分

◼ 𝜎𝑖𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑇：一个“样本得分 × 特征模式”的秩一分量
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SVD 与 PCA

◼约定 𝑋 ∈ ℝ𝑁×𝑑：样本为行，特征为列，且 𝑁 > 1

◼中心化

• 𝑋𝑐 = 𝑋 − 𝟏𝜇𝑇

◼分解

• 𝑋𝑐 = 𝑈𝛴𝑉𝑇

◼降维坐标

• 𝑍 = 𝑋𝑐𝑉𝑘 = 𝑈𝑘𝛴𝑘

◼特征协方差为 𝑋𝑐
𝑇𝑋𝑐/(𝑁 − 1)，第 𝑖 个主方向的样本方差为

• 𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑖) =
𝜎𝑖
2

𝑁−1

◼ PCA 的方差最大化、协方差解释和选维方法留到下一单元
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伪逆与最小二乘

◼ 𝐴+ = 𝑉𝛴+𝑈𝑇

◼ 𝑈𝑇 把目标分解到输出奇异方向

◼ 𝛴+ 对每个非零奇异值取倒数

◼ 𝑉 把结果放回输入空间

◼当 𝐴𝑥 = 𝑏 没有精确解时，𝑥 = 𝐴+𝑏 给出最小二乘解中的最小范数解
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小奇异值的倒数会放大相应方向上的扰动

◼若 𝑏 在方向 𝑢𝑖 上有分量 𝑢𝑖
𝑇𝑏

◼伪逆在对应输入方向产生

•
𝑢𝑖
𝑇𝑏

𝜎𝑖
𝑣𝑖

◼当 𝜎𝑖 很小时

• 𝑏的微小变化可能造成解的明显变化

◼令 𝑝 = 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛)。当 𝐴满秩时

• 𝜅2(𝐴) =
𝜎1

𝜎𝑝

◼当 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) < 𝑝时，普通线性求解的稳定性分析通常把条件数视为无穷大

◼若只考察可恢复的非零奇异方向， Τ𝜎1 𝜎𝑟 描述这些方向之间的伸缩差异

•它不表示原映射一定可逆；矩形矩阵通常不存在双侧逆
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奇异方向的四种操作

◼压缩

•保留前 𝑘 项，以较少参数近似原矩阵

◼降噪

•在结构假设支持时舍弃候选弱扰动方向

◼ PCA

•投影到已去均值数据的主要右奇异方向

◼最小二乘

•对非零奇异值取倒数，反演可恢复方向
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SVD 的使用边界

◼正交因子可能包含反射，“旋转”只是一种简化直觉

◼奇异值唯一，奇异向量的符号不唯一；重复奇异值的子空间基也不唯一

◼截断 SVD 的最优性针对固定秩和指定矩阵范数

◼小奇异值表示弱伸缩方向，不自动表示噪声或无用信息
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SVD 的共同框架

◼分解

• 𝑉𝑇 读取输入方向，𝛴给出伸缩强度，𝑈指定输出方向

◼构造

• 𝐴𝑇𝐴的特征向量给出右奇异方向，特征值平方根给出奇异值

◼表示

•矩阵是按奇异值排序的秩一分量之和

◼使用

•截断支持低秩近似，投影支持 PCA，取倒数支持伪逆
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  A = 3  u 1  v 1 T + 2  u 2  v 2 T


  A =   ∑  i = 1 r   𝜎 i  u i  v i T


   v i T x


   v i


   𝜎 i


   u i


   𝜎 i  u i  v i T


  k


   A k =   ∑  i = 1 k   𝜎 i  u i  v i T


   A k


  k


  m n


  k ( m + n + 1 )


  k


    m i n  r a n k ( B ) ≤ k ‖ A − B  ‖ 2 = ‖ A −  A k  ‖ 2 =  𝜎  k + 1


    m i n  r a n k ( B ) ≤ k ‖ A − B  ‖ F 2 = ‖ A −  A k  ‖ F 2 =   ∑  i > k   𝜎 i 2


  k


    ∑ i   𝜎 i 2 > 0


   𝜌 k =     ∑  i ≤ k   𝜎 i 2    ∑ i   𝜎 i 2


  k = m i n { j :  𝜌 j ≥ 𝜂 }


  𝜂


  k


  k


  A ∈  ℝ  m × n


  k ( m + n + 1 )


   A k


  k


  X ∈  ℝ  N × d


   v i


   𝜎 i  u i = X  v i


   𝜎 i  u i  v i T


  X ∈  ℝ  N × d


  N > 1


   X c = X − 𝟏  𝜇 T


   X c = U 𝛴  V T


  Z =  X c  V k =  U k  𝛴 k


   X c T  X c / ( N − 1 )


  i


  V a r (  Z i ) =    𝜎 i 2  N − 1


   A + = V  𝛴 +  U T


   U T


   𝛴 +


  V


  A x = b


  x =  A + b


  b


   u i


   u i T b


     u i T b   𝜎 i  v i


   𝜎 i


  b


  p = m i n ( m , n )


  A


   𝜅 2 ( A ) =    𝜎 1   𝜎 p


  r a n k ( A ) < p


     𝜎 1 /   𝜎 r


  k


   V T


  𝛴


  U


   A T A

