
07 支持向量机

最大间隔、软间隔与核方法
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感知机留下的边界选择问题

◼感知机已经解决

• 线性可分时找到一个分类超平面

• 用 𝑓(𝑥) = 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 的符号预测类别

◼仍未解决

• 多个超平面都能分对训练样本

• 训练正确率无法说明应选择哪一个

◼ SVM 的回答

• 比较最近样本到边界的几何距离

• 选择最小距离最大的分类边界



1 从正确分类到最大间隔

怎样把“选择离训练样本更远的边界”变成可训练的模型
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多条直线都能正确分类

◼同一组训练样本

• 蓝色圆点与黑色方点线性可分

◼三条候选直线

• 都没有训练错误

◼比较任务

• 找出离最近样本最远的直线

◼观察重点

• 决定选择的是最小距离，不是平均距离

都分对，但离最近样本的距离不同
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线性得分与分类超平面

◼线性得分

• 𝑓(𝑥) = 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏

• 𝑤 决定边界方向，𝑏 决定边界位置

◼决策边界

• 𝑓(𝑥) = 0 的点组成分类超平面

◼类别判断

• 𝑓(𝑥) > 0 与 𝑓(𝑥) < 0 对应边界两侧

◼标签约定

• 𝑦𝑖 ∈ {−1, +1}，分类正确时 𝑦𝑖𝑓(𝑥𝑖) > 0
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点到超平面的距离

◼最短方向

• 法向量 𝑤 垂直于超平面 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 = 0

◼距离公式

• 𝑑(𝑥, 𝐻) =
𝑤𝑇𝑥 𝑏

𝑤

◼分母的作用

• 𝑤 消除参数尺度对得分数值的影响

◼几何含义

• 距离沿法向量方向测量 样本点 x

沿法向量的最短距离

w 垂直于超平面
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函数间隔：方向与余量

◼单个样本的函数间隔

• 𝛾
^

𝑖 = 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏)

◼符号

• 正值表示分类正确，负值表示分类错误

◼数值大小

• 正确分类时，较大数值表示得分离零更远

◼限制

• 参数同比缩放会同比放大函数间隔

f(x)=0

y f(x) > 0

y f(x) > 0

函数间隔随参数尺度变化



8

几何间隔消除参数尺度

◼函数间隔

• 𝛾
^

𝑖 = 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏)

• 同时包含分类结果与参数尺度

◼几何间隔

• 𝛾𝑖 =
𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖+𝑏)

𝑤

• 对正确分类样本等于到超平面的距离

◼训练集间隔

• 𝛾 = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝛾𝑖

• 最近样本限制整条边界的间隔 f(x)=0

γ = y f(x) / ||w||

沿法向量的几何距离

除以 ||w|| 后，尺度不再影响距离
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参数缩放不改变分类边界

◼原参数

• 得分为 𝑓(𝑥) = 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏

• 决策边界满足 𝑓(𝑥) = 0

◼缩放参数

• 取 𝑐 > 0，新得分为 𝑐𝑓(𝑥)

• 决策边界和分类符号保持不变

◼两个间隔的变化

• 函数间隔变为原来的 𝑐 倍

• 几何间隔保持不变

◼结论

• 最大化函数间隔之前必须固定参数尺度

f(x)=0

(w, b) (cw, cb),  c > 0

同一条 f(x)=0

边界不变；函数间隔乘 c
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单位函数间隔固定参数尺度

◼规范化选择

• 令最近样本满足 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) = 1

◼全部样本约束

• 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1

◼两条间隔边界

• 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 = 1 与 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 = −1

◼间隔宽度

• 单侧间隔为 1/‖𝑤‖

• 两条间隔边界相距 2/‖𝑤‖
f(x)=0

f(x)=−1 f(x)=+1

1/||w||

y f(x)=1 固定参数表示，不增加数据
假设
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硬间隔 SVM 的原始问题

◼优化问题

• 𝑚𝑖𝑛𝑤,𝑏
1

2
‖𝑤‖2

• s.t.𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1, 𝑖 = 1,… , 𝑛

◼目标函数

• 减小 𝑤 等价于扩大 2/‖𝑤‖

◼约束

• 每个训练样本分类正确并位于间隔边界外

◼适用前提

• 训练数据线性可分
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三个样本给出三条单位间隔约束

◼正类样本 2 1

• 𝑦 = +1，约束为 2𝑤1 + 𝑤2 + 𝑏 ≥ 1

◼正类样本 2,−1

• 𝑦 = +1，约束为 2𝑤1 − 𝑤2 + 𝑏 ≥ 1

◼负类样本 −2,0

• 𝑦 = −1，约束为 2𝑤1 − 𝑏 ≥ 1

◼共同来源

• 三式均由 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1 逐点代入得到
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约束下界确定最优参数

◼合并正类样本的两条约束

• 2𝑤1 + 𝑏 ≥ 1 + |𝑤2|

◼负类样本的约束

• 2𝑤1 − 𝑏 ≥ 1

◼合并正负约束

• 两式相加得到 4𝑤1 ≥ 2 + |𝑤2|

• 因此 𝑤1 ≥ 1/2 + |𝑤2|/4 ≥ 1/2

◼目标最小时取等

• 取 𝑤2 = 0,𝑤1 = 1/2；此时两类约束共同要求 𝑏 = 0

• 得到
1

2
‖𝑤‖2 = 1/8
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最优参数给出间隔与支持向量

◼逐点核查

• 三个样本均满足 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) = 1

• 在这个非退化例中，三个边界样本都是支持

向量

◼单侧间隔

• ‖𝑤‖ = 1/2，所以 1/‖𝑤‖ = 2

◼间隔边界

• (1/2)𝑥1 = ±1，即 𝑥1 = ±2

◼总间隔宽度

•
2

𝑤
= 4

x₁ = −2 x₁ = 0 x₁ = 2

三个样本都在间隔边界上
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训练结果用于新样本预测

◼新输入

• 𝑥 = (3,0)

◼决策得分

• 𝑓(𝑥) = 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 = (1/2) × 3 + 0 = 3/2

◼类别

• 𝑓(𝑥) > 0，因此预测为正类

◼边界

• Τ3 2 是决策得分，不是类别概率
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支持向量影响最优边界

◼硬间隔中的识别

• 满足 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) = 1 的样本位于间隔边界

上

◼本例的结果

• 三个训练样本都达到等号，并对应非零对偶

系数

◼移动样本的影响

• 移动远离间隔的样本通常不会立即改变边界

• 移动支持向量可能改变可达到的最大间隔

远离间隔的样本

边界保持

支持向量

边界随之移动



2 从硬约束到软间隔

怎样在约束违反或数据不可分时保留最大间隔原则
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间隔违反与数据不可分

◼仍然线性可分

• 新增正类点 1 0

• 违反当前边界的单位间隔约束

• 重新训练后数据仍然线性可分

◼不再线性可分

• 新增负类点 2 0

• 位于两个正类点之间

• 数据不再线性可分，硬间隔问题不可行

◼需要的扩展

• 允许并惩罚单位间隔违反

正类点 (1,0)：仍然可分

负类点 (2,0)：不再线性可分



19

软间隔放宽单位间隔约束

◼松弛变量

• 𝜉𝑖 ≥ 0 记录第 𝑖 个样本对单位间隔要求的违

反量

◼放宽后的约束

• 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1 − 𝜉𝑖

◼约束含义

• 较大的 𝜉𝑖 允许更大的间隔违反

◼概念边界

• 𝜉𝑖 是训练变量，不是误差次数或预测概率

ξ=0

0<ξ<1：间隔内

ξ>1：误分类

间隔 +1决策边界
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软间隔目标同时考虑间隔与违反

◼优化问题

• 𝑚𝑖𝑛𝑤,𝑏,𝜉
1

2
‖𝑤‖2 + 𝐶σ𝑖 𝜉𝑖

• s.t.𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1 − 𝜉𝑖 , 𝜉𝑖 ≥ 0

◼间隔项

• 较小的 𝑤 对应较宽的间隔

◼违反项

• σ𝑖 𝜉𝑖 汇总训练样本的间隔违反

◼结论

• 软间隔保留最大间隔原则，同时允许有限违反
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𝐶 调整违反惩罚的相对权重

◼较大的 𝐶

• 单位违反付出的代价更高

• 边界通常更重视减少训练违反

◼较小的 𝐶

• 允许用更多违反换取更宽的间隔

• 部分难分样本对边界的影响减弱

◼选择条件

• 结果受数据、特征尺度和核参数共同影响

• 使用验证数据比较候选设置
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训练与推理是两个过程

◼训练

• 输入带标签样本、特征表示、𝐶 与核参数，

优化器由此求解模型

• 输出偏置、支持向量及其系数；线性情形还

可恢复 𝑤

◼推理

• 输入训练所得模型与新样本，输出决策得分

及其符号

• 推理直接使用训练输出，不重新训练模型

训练数据 优化求解 模型参数

新样本
决策得分与

类别

训练

推理：直接使用训练输出



3 从表示限制到核机制

原表示不足时，怎样改变表示并只计算模型真正需要的内积
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XOR 在原空间不能线性分开

◼正类

• 1 1 与 −1,−1

◼负类

• 1,−1 与 −1,1

◼原空间限制

• 同类位于对角位置，单一直线无法分开两类

◼问题类型

• 这里需要改变表示，而不是继续放宽间隔

任一直线都会混合两类
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交互特征改变 XOR 的表示

◼构造新特征

• 𝑢 = 𝑥1𝑥2

◼正类映射

• 同号坐标得到 𝑢 = 1

◼负类映射

• 异号坐标得到 𝑢 = −1

◼映射后的边界

• 一维特征空间用 𝑢 = 0 分开两类

原空间

u = x₁x₂

−1 +1

映射后可用 u = 0 

分开
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对偶训练依赖样本内积

◼当前问题

• 新表示可能很高维，需要确认训练真正使用哪些特征运算

◼对偶训练目标

• 𝑚𝑎𝑥𝛼 σ𝑖 𝛼𝑖 −
1

2
σ𝑖,𝑗 𝛼𝑖 𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗⟨𝑥𝑖 , 𝑥𝑗⟩

◼系数约束

• 硬间隔：𝛼𝑖 ≥ 0；软间隔：0 ≤ 𝛼𝑖 ≤ 𝐶；两者均满足 σ𝑖 𝛼𝑖 𝑦𝑖 = 0

◼关键结论与范围

• 训练目标只通过 ⟨𝑥𝑖 , 𝑥𝑗⟩ 使用特征；本讲采用该结果，不推导完整对偶
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支持向量形式的决策函数

◼支持向量表示

• 𝑤 = σ𝑖 𝛼𝑖 𝑦𝑖𝑥𝑖

• 𝑓(𝑥) = σ𝑖 𝛼𝑖 𝑦𝑖⟨𝑥𝑖 , 𝑥⟩ + 𝑏

◼式中对象

• 𝛼𝑖 由训练得到，𝑦𝑖 给出类别方向

• ⟨𝑥𝑖 , 𝑥⟩ 是训练样本与新输入的内积

◼支持向量联系

• KKT 条件把 𝛼𝑖 > 0 与支持向量联系起来

• 推理只需累加非零系数对应的样本

• 固定三点例的 𝛼𝑖 可取 1/16,1/16,1/8
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核函数等于特征空间内积

◼特征映射

• 𝜙(𝑥) 把输入表示到新的特征空间

◼定义

• 𝐾(𝑥, 𝑧) = ⟨𝜙(𝑥), 𝜙(𝑧)⟩

◼输入与输出

• 输入是两个原空间对象 𝑥, 𝑧

• 输出是它们在特征空间中的内积标量

◼必要边界

• 核值不是距离、类别概率或最终预测
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核函数如何替换内积

◼训练中的替换

• 将 ⟨𝜙(𝑥𝑖), 𝜙(𝑥𝑗)⟩替换为 𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)

◼特征空间中的对偶预测

• 𝑓(𝑥) = σ𝑖 𝛼𝑖 𝑦𝑖⟨𝜙(𝑥𝑖), 𝜙(𝑥)⟩ + 𝑏

◼核替换

• ⟨𝜙(𝑥𝑖), 𝜙(𝑥)⟩ = 𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥)

◼核化后的预测式

• 𝑓(𝑥) = σ𝑖 𝛼𝑖 𝑦𝑖𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥) + 𝑏

训练

训练样本对 K(xᵢ,xⱼ) 核矩阵

预测

支持向量、新
样本

K(xᵢ,x) 预测贡献

两条路径调用同一个特征空间内积
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合法核生成对称半正定的核矩阵

◼核矩阵

• 对任意有限样本集定义 𝐺𝑖𝑗 = 𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)

◼对称性

• 𝐺 = 𝐺𝑇

◼半正定性

• 对任意向量 𝑐，都有 𝑐𝑇𝐺𝑐 ≥ 0

◼使用边界

• 该条件排除不能对应内积的任意相似度函数

• 采用已知合法核，不证明 Mercer 定理



4 核计算、选择与验证

先核查核值怎样对应特征空间内积，再用验证证据选择具体方案
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二次多项式核与显式映射

◼核函数

• 𝐾(𝑥, 𝑧) = (1 + 𝑥𝑇𝑧)2

◼对应的显式映射

• 𝜙(𝑥) = (1, 2𝑥1, 2𝑥2, 𝑥1
2, 2𝑥1𝑥2, 𝑥2

2)

◼固定输入

• 𝑥 = (1,1)，𝑧 = (1,0)

◼核查任务

• 分别计算 𝐾(𝑥, 𝑧) 与 𝜙(𝑥)𝑇𝜙(𝑧)
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两条计算路径都得到核值 4

◼直接计算核函数

• 𝑥𝑇𝑧 = 1

• 𝐾(𝑥, 𝑧) = (1 + 1)2 = 4

◼计算显式映射内积

• 𝜙(𝑥) = (1, 2, 2, 1, 2, 1)

• 𝜙(𝑧) = (1, 2, 0,1,0,0)

• 𝜙(𝑥)𝑇𝜙(𝑧) = 1 + 2 + 1 = 4

◼核查结论

• 直接核计算返回同一个特征空间内积
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核值进入支持向量的预测贡献

◼给定一个支持向量项

• 𝛼𝑖 = 1/2，𝑦𝑖 = +1，𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥) = 4

◼计算该项贡献

• 𝛼𝑖𝑦𝑖𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥) =
1

2
× 1 × 4 = 2

◼完整预测式

• 𝑓(𝑥) = σ𝑖∈𝑆𝑉 𝛼𝑖 𝑦𝑖𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥) + 𝑏

◼结果边界

• 数值 2 只是一个支持向量的贡献

• 最终得分还要累加其他支持向量并加偏置
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三种常见核表达不同的表示假设

核 表达式 表示倾向 主要参数

线性核 𝑥𝑇𝑧 原特征的线性关系 通常无核参数

多项式核 𝛾𝑥𝑇𝑧 + 𝑟 𝑑 有限阶特征交互 𝑑, 𝛾, 𝑟

RBF 核 exp(−𝛾‖𝑥 − 𝑧‖2) 局部平滑的非线性 𝛾
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核函数的初步选择依据

◼线性核

• 原特征已经提供合适表示

• 样本多或特征维度高，需要较低计算成本

◼多项式核

• 有理由关注有限阶特征交互

• 次数和尺度能够获得任务解释

◼ RBF 核

• 需要局部、平滑的非线性相似性

• 没有明确的有限阶交互假设

◼共同要求

• 同时考虑解释需要、参数敏感性与计算成本
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核方案必须用验证数据比较

◼预处理核查

• 对依赖距离的核记录特征缩放方式

◼候选比较

• 使用独立验证集或交叉验证比较核函数及参

数

• 𝐶 与核参数需要共同考察

◼结果检查

• 观察总体指标、重要错误类型和结果稳定性

候选核

缩放与参数

交叉验证
指标、错误与

稳定性

资源成本 选择方案

合法性是前提，验证证据决定选择
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本讲调用的数学工具与继续学习线索

数学工具 本讲用它得到什么 继续学习位置

约束优化 把最大间隔写成目标与约束 CS229 Section 6；Cornell Lecture 13

拉格朗日对偶
得到只依赖样本内积的预测表

示
CS229 Section 6；Cornell Kernels continued

KKT 条件 连接非零对偶系数与支持向量 CS229 Section 6

半正定矩阵 给出合法核的核矩阵边界 CS229 Section 5.4；Cornell Kernels
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三类 SVM 的共同框架与使用边界

◼硬间隔线性 SVM：选择可分边界

• 原特征中要求所有样本满足单位间隔；推理使用 𝑓(𝑥) = 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏

◼软间隔线性 SVM：容纳间隔违反

• 原特征中由 𝜉𝑖 与 𝐶 管理违反；推理仍使用 𝑓(𝑥) = 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏

◼核 SVM：改变模型使用的表示空间

• 核定义特征空间，通常仍采用软间隔；推理使用 𝑓(𝑥) = σ𝑖 𝛼𝑖 𝑦𝑖𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥) + 𝑏

◼共同框架

• 三者都在模型实际使用的表示空间中选择最大间隔边界
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小结：SVM 的五步理解链

◼选择

• 多个正确边界仍需比较最近样本的几何间隔

◼建模

• 规范化消除尺度歧义，形成目标函数与单位间隔约束

◼容错

• 松弛变量放宽约束，𝐶 为间隔违反定价

◼表示

• 原表示不足时改变特征空间，用核函数计算所需内积

◼验证

• 合法性只给出可用边界；具体方案仍需验证证据与成本支持
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