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数据的表示：向量与空间
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向量

➢在机器学习中，向量 𝐯 = [𝐯1, 𝐯2, . . . , 𝐯𝑛]𝑇

➢作为数据点 (Data Point)

➢ 𝑛 维特征空间中的一个位置

➢静态的视角

➢作为空间矢量 (Geometric Vector)

➢从原点出发，具有方向和长度的箭头

➢定义了空间中的一个“运动”或“位移”

➢动态的视角
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向量的线性无关

【线性组合】给定ℝ𝑛中向量𝐯1，⋯，𝐯𝑝和标量𝑐1，⋯，𝑐𝑝，向量

𝒚 = 𝑐1𝐯1 + ⋯ + 𝑐𝑝𝐯𝑝

称为向量𝐯1，𝐯2，⋯，𝐯𝑝以𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐𝑝为权的线性组合【数乘和加法】

【𝐒𝐩𝐚𝐧】若𝐯1，𝐯2，⋯，𝐯𝑝是ℝ𝑛中的向量,Span 𝐯1，𝐯2，⋯，𝐯𝑝 称为由𝐯1，𝐯2，⋯，

𝐯𝑝所生成(张成)的ℝ𝒏的子集,即，

Span 𝐯1，𝐯2，⋯，𝐯𝑝 = {𝑐1𝐯1 + ⋯ + 𝑐𝑝𝐯𝑝|𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐𝑝为标量}
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向量空间

【向量空间】

一个向量空间是由向量构成的非空集合𝐕。且定义了运算：加法和标量乘法。

对𝑉中所有向量𝐮，𝐯，𝐰及所有标量𝑐和𝑑，满足

• 𝐮，𝐯之和(表示为𝐮 + 𝐯)属于𝐕

• 𝒖 + 𝐯 = 𝐯 + 𝐮

• (𝐮 + 𝐯) + 𝐰 = 𝐮 + (𝐯 + 𝐰)

• 𝐕中存在一个零向量0，使得𝐮 + 0 = 𝐮

• 对𝐕中每个向量𝒖，存在𝐕中一个向量-𝒖，使得𝒖 + (−𝒖) = 𝟎

• 𝒖与标量𝑐的标量乘法(记为𝑐𝒖)属于𝐕

• 𝑐(𝒖 + 𝐯) = 𝑐𝒖 + c𝐯

• (𝑐 + 𝑑)𝐮 = 𝑐𝐮 + 𝑑𝒖

• 𝑐(𝑑𝒖) = (𝑐𝑑)𝒖

• 1𝒖 = 𝒖
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子空间

【子空间】向量空间𝐕的子集𝐇，如果𝐇满足以下三个性质，则成𝐇为𝐕的子空间:

𝐕中的零向量在𝐇中

𝐇对向量加法封闭，即对𝐇中任意向量𝐮，𝐯，和𝐮 + 𝐯仍在𝐇中

𝐇对标量乘法封闭，即对𝐇中任意向量𝐮和任意标量𝑐，向量𝑐𝐮仍在𝐇中
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子空间的基：线性无关集；标准基

【基】ℝ𝑛中子空间𝐇的一组基是𝐇中一个线性无关集，它生成𝐇

可逆𝑛 × 𝑛矩阵的各列构成ℝ𝑛的一组基，因为它们线性无关，而且生成ℝ𝑛

【标准基ℰ】𝑛 × 𝑛单位矩阵，它的各列用𝐞1，⋯，𝐞𝑛:

𝐞1 =

1
0
⋮
0

，𝐞2 =

0
1
⋮
0

，⋯，𝐞𝑛 =

0
⋮
0
1

𝐞1，⋯，𝐞𝑛 称为ℝ𝑛的标准基ℰ



数据的操作：矩阵与线性变换
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矩阵：数据集合 vs. 空间变换

➢一个矩阵 𝐀 有两种核心视角

➢数据集合 (Container of Data)

➢每一行或每一列是一个数据样本或特征

➢例如：一个用户-物品评分矩阵

➢静态的视角

➢线性变换 (Linear Transformation)

➢一个函数，将一个输入向量 𝐱 映射到一个输出向量 𝐲 = 𝐀𝐱

➢描述空间运动：将整个输入空间进行旋转、缩放、切变等操作，变成一个新的输出空间

➢动态的，也是线性代数最核心的视角
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矩阵向量乘法的本质：基向量的“着陆点

【矩阵与向量乘法】𝑚 × 𝑛矩阵𝐀 = 𝐚1 𝐚2 ⋯ 𝐚𝑛 。𝐱 ∈ ℝ𝑛，则𝐀与𝐱的积(记为𝐴𝑥)

𝐴𝒙 = 𝐚1 𝐚2 ⋯ 𝐚𝑛

𝐱1

𝐱2

⋮
𝐱𝑛

= 𝐱1𝐚1 + 𝐱2𝐚2 + ⋯ + 𝐱𝑛𝐚𝑛

通常把矩阵𝐀当作一种对象，它通过乘法“作用”于向量𝐱，产生的新向量称为𝐴𝐱。

解方程𝐀𝐱 = 𝐛，就是要求出所有经过乘以𝐀的“作用”后变为𝐛的向量𝐱
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线性变换𝑇的标准矩阵

𝐀𝐱可以看作是𝐀代表的span{𝐞1，⋯，𝐞𝑛}空间中，𝐱作为权重生成的变量

【矩阵变换定理】设𝐓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚为线性变换，则存在唯一的矩阵𝐀，使得对ℝ𝑛中一切𝐱，

T(𝐱) = 𝐀𝐱

事实上，𝐀是𝒎 × 𝒏矩阵，它的第𝒋列是向量𝐓 𝐞𝒋 ，其中𝒆𝑗是ℝ𝑛中单位矩阵𝑰𝑛的第𝑗列:

𝐀 = T 𝐞1 ⋯ T 𝐞𝑛

矩阵𝐀称为线性变换T的标准矩阵。
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矩阵乘法

【矩阵乘法】矩阵𝐁乘以向量𝐱（将𝐱变换𝐁𝐱），向量𝐁𝐱再乘以矩阵𝐀，得𝐀(𝐁𝐱)。于是，

𝐱经复合映射（对应矩阵𝐀𝐁）变换得到𝐀(𝐁𝐱) ：

𝐀(𝐁𝐱) = (𝐀𝐁)𝐱

【矩阵的组合预算】
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矩阵的逆，可逆矩阵，奇异矩阵

【可逆矩阵】一个𝑛 × 𝑛矩阵𝐀是可逆的，若存在一个𝑛 × 𝑛矩阵𝐂使

𝐂𝐀 = 𝐈，𝐀𝐂 = 𝐈

其中𝐈 = 𝐈𝑛是𝑛 × 𝑛单位矩阵。这时称𝐂是𝐀的逆

若𝐀可逆，它的逆是唯一的，记为𝐀−1，于是

𝐀−1𝐀 = 𝐈，且𝐀𝐀−1 = 𝐈

不可逆矩阵有时称为奇异矩阵，而可逆矩阵也称为非奇异矩阵



坐标系，坐标，线性变换
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线性变换

【线性变换】线性变换T将向量空间𝐕中的𝐱映射成向量空间𝐖中唯一向量T(𝐱)，且:

T(𝐮 + 𝐯) = T(𝐮) + T(𝐯)，对𝐕中所有𝐮，𝐯均成立

T(𝑐𝐮) = 𝑐T(𝒖)，对𝐕中所有𝐮及所有数𝑐均成立
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线性无关集

【线性无关集】𝐕中向量的一个指标集ቄ𝐯1，⋯，𝐯𝑝}称为线性无关，如果向量方程

𝑐1𝐯1 + 𝑐2𝐯2 + ⋯ + 𝑐𝑝𝐯𝑝 = 0

只有平凡解（即𝑐1 = 0，⋯，𝑐𝑝 = 0）

集合 𝐯1，⋯，𝐯𝑝 称为线性相关，如果方程有一个非平凡的解
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基和标准基

【基】𝐇是向量空间𝐕的子空间。𝐕中一组向量𝓑 = 𝐛1, ⋯ , 𝐛𝑝 称为𝐇的一个基，如果

➢ 𝓑是一线性无关集。

➢ 由𝓑生成的子空间与𝐇相同，即𝐇 = Span 𝐛1, ⋯ , 𝐛𝑝

基是：最小的生成集(再小生成不了𝐇)； 最大线性无关集(再多一个就不是线性无关)

【标准基】单位矩阵 𝐈𝑛 = [𝐞1 ⋯ 𝐞𝑛] ， 𝓔 = 𝐞1，⋯，𝐞𝑛 是ℝ𝑛中的标准基

基𝓑引导了一个新的坐标系， 𝐛1, ⋯ , 𝐛𝑝 为基（坐标轴）为在标准坐标系下的表达
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坐标系与坐标

对一个向量空间𝐕，指定一个基𝓑：在𝐕上加上一个“坐标系”，给𝐕以一个新的“视角” 。

【坐标】𝓑 = 𝒃1，⋯，𝒃𝑛 是𝐕的一个基, 记𝐏𝓑 = [𝐛1 ⋯ 𝐛𝑛]， [𝐱]𝓑 =

𝑐1

⋮
𝑐𝑛

。如

𝐱 = 𝑐1𝐛1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝐛𝑛，即𝐱 = 𝐏𝓑[𝒙]𝓑

则，称向量[𝐱]𝓑为𝐱(相对于基𝓑)的坐标向量（或，𝐱的𝓑 −坐标向量）

称𝐏𝓑为从𝓑到标准基𝓔的坐标变换矩阵 𝐏
𝓔←𝓑

。【𝓑中的向量，乘以𝐏ℬ，变换到𝓔】

【坐标映射】 (由𝓑确定的)坐标映射𝐱 ↦ [𝐱]𝓑：

[𝐱]𝓑 = 𝐏𝓑
−1𝐱

𝐛1 = [𝐛1]𝓔

【坐标变换矩阵和坐标映射矩阵是逆变换】
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基的变换（坐标系变换）

【定理】向量空间𝐕的基𝓑 = 𝐛1，⋯，𝐛𝑛 和𝓒 = 𝐜1，⋯，𝐜𝑛 ，

称为由𝓑到𝓒的坐标变换矩阵 𝐏
𝓒←𝓑

，将𝓑-坐标向量 转成𝓒-坐标向量，即

𝐱 𝓒 = 𝐏
𝓒←𝓑

𝐱 𝓑

那么

𝐏
𝓒←𝓑

= 𝐛1 𝒞 𝐛2 𝒞 ⋯ 𝐛𝑛 𝒞 = 𝐏𝓒
−1𝐏𝓑

【计算过程】

[[𝐱]𝓒 = 𝐏
𝓒←𝓑

[𝐱]𝓑，两边同时乘以𝑃𝒞

𝐏𝓒[𝐱]𝓒 = 𝐏𝓒 𝐏
𝓒←𝓑

[𝐱]𝓑，又𝐏𝓒[𝐱]𝓒 = 𝐏𝓑[𝐱]𝓑，所以

𝐏𝓑[[𝐱]𝓑 = 𝐏𝓒 𝐏
𝓒←𝓑

[𝐱]𝓑，于是 𝐏
𝓒←𝓑

= 𝐏𝓒
−1𝐏𝓑

相当于，𝓑-坐标到标准坐标，再映射到𝓒-坐标



特征值与特征向量
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矩阵特征向量和特征值：线性变换内在结构的描述

➢特征向量和特征值：描述线性变换核心的，不随观察坐标系改变的性质

➢变换的主轴

➢特征向量定义了线性变换的“主运动方向”。 𝐀𝐱 = 𝜆𝐱

➢空间形变的骨架与自然坐标系 (Natural Coordinate System)

➢标准形状（单位圆）线性变换后变成椭圆，特征向量（不一定正交）为变换骨架

➢变换矩阵𝐀在特征向量组成的“自然”坐标系（变换𝐏）下，变成沿坐标轴缩放的对角矩阵𝐃

同一个变换 T，在不同坐标系下的观察

视角1: 在标准坐标系下

e₁

e₂

T 的矩阵: A = [ a b; c d ]

（看起来很复杂）

x

T(x)

变换 T 表现为复杂的剪切和旋转

视角2: 在特征向量坐标系下

T 的矩阵: D = [ λ₁ 0; 0 λ₂ ]

（极其简单！）

变换 T 简化为纯粹的沿轴缩放

切换坐标系

(基变换)

𝐀𝐱 = 𝐏𝐃𝐏−1 𝐱

➢𝐏−1𝐱：

➢把头歪过来，让视线和物体的主轴对齐，

变换到自然坐标系

➢𝐃𝐏−1𝐱: 

➢在然坐标系下，沿着坐标轴缩放

➢ 𝐏𝐃𝐏−1 𝐱

➢把头摆正，回到原来的观察角度
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矩阵特征值与特征向量

【特征值与特征向量】𝐀为𝑛 × 𝑛矩阵，𝐱为非零向量，若存在数𝜆使

𝐀𝐱 = 𝜆𝐱

有非平凡解𝐱，则称𝜆为𝐀的特征值，𝐱称为对应于𝜆的特征向量

1.矩阵与向量相乘是一种线性变换

2. 特征向量经过矩阵变换后，方向与原方向保持一致（缩放系数为特征值）

变换前 (Input Space)

v₁

v₂

x

A

变换后 (Output Space)

Av₁ = 2v₁

Av₂ = 0.5v₂
Ax

特征向量 v₁ 和 v₂ 的方向保持不变，仅长度被缩放 (λ₁=2, λ₂=0.5)。

普通向量 x 的方向和长度都发生了改变。



可逆矩阵，正交矩阵
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可逆矩阵（Invertible Matrix）

➢方阵𝐀𝑛×𝑛被称为可逆的（Invertible）或非奇异的（Non-singular）

➢存在方阵𝐁𝑛×𝑛 ，使得𝐀𝐁 = 𝐁𝐀 = 𝐈。其中𝐈𝑛×𝑛是单位矩阵。矩阵𝐁 = 𝐀−1是𝐀的逆矩阵

（Inverse Matrix）

➢【可逆矩阵代表了一种“良好”的、不丢失信息的、可以撤销的线性变换】

➢变换 T是双射

➢单射：不同的输入向量𝐱必然映射到不同的输出向量𝐲

➢满射：整个目标空间中的每一个点𝐲都能在输入空间中找到一个对应的点𝐱

➢可逆：存在一个逆变换 T−1(𝐱) = 𝐀−1𝐱 ，可以将变换后的结果完美地还原回去

➢变换 T不会“压扁”空间（ det(𝐀) ≠ 0 ）

➢将 𝑛 维空间映射到 𝑛 维空间，而不是降维到一条线或一个平面。变换后图形的体积不为零



25

正交矩阵

➢正交矩阵 𝐏 满足𝐏−1 = 𝐏T。显然，正交矩阵是可逆矩阵

➢【正交矩阵所代表的线性变换只有旋转或者反射，没有缩放，剪切或形变】

➢行向量和列向量是标准正交基

➢任意不同的列向量（或行向量）的点积为 0（互相垂直）；列向量（或行向量）模长为1

➢行列式的值为 +1 或 -1

➢1，变换保向，代表旋转；-1，变换反向，代表反射或旋转加反射；体积没有变化

➢特征值的模长为 1

➢变换不会在任何特征向量方向上进行缩放，与＂保持长度＂的几何特性一致

➢保持内积／点积

➢𝐐𝐱 ∙ 𝐐𝐲 = 𝐱 ∙ 𝐲

➢保持向量间的夹角：向量之间的夹角，变换前后不变，没有发生剪切或形变

➢保持向量长度：向量在经过正交变换后不会被拉伸或压缩



相似矩阵，对角化
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相似性

【矩阵相似】假如𝐀和𝐁是𝑛 × 𝑛矩阵，如果存在可逆矩阵𝐏，使得

𝐏−1𝐀𝐏 = 𝐁

则称𝐀相似于𝐁。(那么𝐁也相似于𝐀，𝐀 = 𝐏𝐁𝐏−1)

称𝐀和𝐵是相似的，把𝐀变成𝐏−1𝐀𝐏的变换称为相似变换

【定理】若𝑛 × 𝑛矩阵𝐀和𝐁是相似的，那么它们有相同的特征多项式，从而有相同的特

征值(和相同的重数)

【注】

即使有相同的特征值也可能不相似

相似性与行等价不一样。(假如𝐁行等价于𝐁，则存在可逆矩阵𝐄，使得𝐁 = 𝐄𝐁。)对矩阵作行变

换通常会改变矩阵的特征值
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相似矩阵的几何意义

若𝐀相似于𝐂，即𝐀 = 𝐏𝐂𝐏−1

记𝐏 = 𝒃1 ⋯ 𝒃𝑛  ，𝓑 = 𝒃1，⋯，𝒃𝑛 ，则𝐏是坐标变换矩阵𝐏𝓑，其中

𝒙 = 𝐏[𝒙]𝓑, [𝒙]𝓑 = 𝐏−1𝒙

则𝐂是变换𝐱 ↦ 𝐀𝐱的𝓑-矩阵【𝐂代表变换在𝓑坐标系下的矩阵】

即，𝐀 = 𝐏𝐂𝐏−1

【几何意义】

相似矩阵为线性变换在不同坐标系下的，不同的矩阵表达形式

对向量的变换，可以看作：转换到𝓑坐标系（ 𝐏−1 ），变换（𝐂），再回原来坐标系（𝐏）
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相似矩阵的不变量：特征值

➢所有相似的矩阵都具有相同的

➢特征值（特征多项式）

➢最重要的不变量！

➢特征值代表了变换在特征向量上的缩放因子。这些“固有”的缩放方向和比例是变换本身的“特征”

➢行列式

➢变换对空间体积的缩放比例

➢矩阵相似性的最终应用和目标，就是对角化

➢希望找到一个“最理想的视角”（由特征向量组成的基），在这个视角下，线性变换的表达

形式变得极其简单(一个对角矩阵)
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对角矩阵与对角化

【对角矩阵】对角矩阵(diagonal matrix)是一个主对角线之外的元素皆为0的矩阵。

记作𝐃 = diag 𝜆1，𝜆2，⋯，𝜆𝑛 =

𝜆1

𝜆2

⋱
𝜆𝑛

在很多情况下，从分解式𝐀 = 𝐏𝐃𝐏−1(其中，𝐃是对角矩阵)，能够了解到有关矩阵𝐴的

特征值和特征向量的信息

【对角化】如果方阵𝐴相似于对角矩阵，即存在可逆矩阵𝐏和对角矩阵𝐃，使得

𝐀 = 𝐏𝐃𝐏−1

则称𝐀可对角化
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对角化矩阵

【对角化】𝐀𝑛×𝑛有𝑛个线性无关的特征向量，则𝐀可对角化

假设𝐀的𝑛个线性无关的特征向量为𝐯1, 𝐯2 ⋯ 𝐯𝑛 （对应特征值𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑛）

令𝐏 = 𝐯1 𝐯2 ⋯ 𝐯𝑛 为特征向量基变换矩阵，对角阵𝐃 =

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑛

那么，𝐀𝐏 = 𝐀𝐯1 𝐀𝐯2 ⋯ 𝐀𝐯𝑛  ，𝐏𝐃 = 𝜆1𝐯1 𝜆2𝐯2 ⋯ 𝜆𝑛𝐯𝑛

𝜆i和𝐯𝒊分别为特征值和特征向量，𝐀𝐯i = 𝜆i𝐯𝒊，则𝐀𝐏 = 𝐏𝐃

从而𝐀 = 𝐏𝐃𝐏−1，于是𝐀对角化矩阵为𝐃 =

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑛

【重要结论】
如果一个 𝑛 阶方阵𝐀有 𝑛 个互不相同的特征值，那么它一定可以被对角化

任何一个实对称矩阵 (𝐀 = 𝐀T) 都一定可以被对角化
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