
1. 事件 X 的信息量(自信息) 

𝐼(𝑋) = −log(𝑃(𝑋))定义为概率分布的对数的相反数。一个随机产生的事件 X 所包含的

自信息数量，只与事件发生的几率相关。事件发生的几率越低，在事件真的发生时，接收到

的信息中，包含的自信息越大【不可能性大】。 

概率大，出现机会多，不确定性小；反之就大。 

𝐼(𝑋) = 𝑓(𝑃(𝑋)) 

如果P(𝑋) = 1，那么 I(𝑋) = 0。如果P(𝑋) < 1，那么 I(𝑋) > 0。 

根据定义，自信息的量度是非负的而且是可加的。如果事件𝐶是两个独立事件𝐴和𝐵的交

集，那么宣告𝐶发生的信息量就等于分别宣告事件𝐴和事件𝐵的信息量的和：𝐼(𝐶) = 𝐼(𝐴 ∪

𝐵) = 𝐼(𝐴) + 𝐼(𝐵) 

因为𝐴和𝐵是独立事件， 𝐶的概率为P(𝐶) = P(𝐴 ∪ 𝐵) = P(𝐴) ⋅ P(𝐵) 

应用函数𝑓(⋅)会得到 

I(𝐶) = I(𝐴) + I(𝐵) 

𝑓(P(𝐶)) = 𝑓(P(𝐴) ⋅ P(𝐵)) = 𝑓(P(𝐴)) + 𝑓(P(𝐵)) 

所以函数𝑓(⋅)有性质𝑓(𝑥 ⋅ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)，因此可采用定义𝑓(𝑥) = 𝐾log(𝑥) 

由于事件的概率总是在 0 和 1 之间，而信息量必须是非负的，所以 𝐾 < 0 

如果以 2 为底，单位是 bit。当使用以 e 为底的对数时，单位将是 nat。对于基底为 

10 的对数，单位是 hart。 

 

 

随机变量 X 的熵 

随机变量信息量的均值(即期望)为该分布产生的信息量的平均值(即熵) 

𝐻(𝑋) = 𝐸[𝐼(𝑋)] 

𝐻(𝑋) = − ∑ 𝑃(𝑥)

𝑥

log𝑃(𝑥) 



描述随机变量 X 的随机性或不确定性的量度。不确定性越大，熵越大。 

P=0/1，对熵的计算没有贡献) 

具有均匀概率分布的信源符号集可以有效地达到最大熵log(𝑛)logb(n)：所有可能的事件

是等概率的时候，不确定性最大。 

⚫ 连续性 

该量度应连续，概率值小幅变化只能引起熵的微小变化。 

⚫ 对称性 

重新排序后，该量度应不变。 

⚫ 极值性 

当所有变量有同等机会出现的情况下，熵达到最大值(所有可能的事件同等概率时不确

定性最高)。 

等概率事件的熵随变量数量增加而增加。 

⚫ 可加性 

熵的量与该过程如何被划分无关。 

计算(X,Y)得到的熵或信息量(即同时计算 X 和 Y)等于通过进行两个连续实验得到的信

息：先计算 Y 的值，然后在知道 Y 的值条件下得出 X 的值： 

Η(𝑋, 𝑌) = Η(𝑋|𝑌) + Η(𝑌) = Η(𝑌|𝑋) + Η(𝑋) = − ∑ ∑ 𝑝(𝑥, 𝑦) log 𝑝 (𝑥, 𝑦)

𝑦∈𝑌𝑥∈𝑋

 

2. 条件熵𝐇(𝐘|𝐗) 

表示在已知随机变量 X 的条件下随机变量 Y 的不确定性(利用可加性) 

H(Y|X) = ∑ p(x)H(Y|X = x)

x∈X

= − ∑ p(x) ∑ p(y|x) log p (y|x)

y∈Yx∈X

= − ∑ ∑ p(x, y) log p (y|x)

y∈Yx∈X

 

H(Y|X) = ∑ ∑ p(x, y)(− log p (y|x))

y∈Yx∈X

 

 

条件熵H(Y|X)相当于联合熵减去单独的熵H(𝑋) 

 

3. 两个分布的交叉熵 

相同事件测度的两个概率分布 p 和 q 的交叉熵是指，用非真实分布 q(x)来表示来自真

实分布 p(x)的平均编码长度，在事件集合中唯一标识一个事件所需要的平均比特数(bit)。 

基于 p(x)分布的，q 的平均信息量。【基于 p(x)分布的，q 的信息量的平均值】 

给定两个概率分布𝑝和𝑞，以𝑝为基准的，𝑝和𝑞的交叉熵定义为： 

https://zh.wikipedia.org/wiki/Bit


𝐻(𝑝, 𝑞) = E𝑝[−log𝑞] = 𝐻(𝑝) + 𝐷KL(𝑝‖𝑞) 

其中𝐻(𝑝)是𝑝的熵，𝐷KL(𝑝‖𝑞)是 KL 散度(也被称为以𝒑为基准的，𝑝和𝑞的相对熵)。 

对于离散分布𝑝和𝑞： 

𝐻(𝑝, 𝑞) = ∑ 𝑝

𝑥

(𝑥)(−log𝑞(𝑥)) = − ∑ 𝑝

𝑥

(𝑥)log𝑞(𝑥) 

交叉熵误差(cross entropy error)也经常被用作损失函数 

𝐸 = − ∑ 𝑡𝑘

𝑘

log 𝑦𝑘 

𝑦𝑘是神经网络的输出，𝑡𝑘是正确解标签。并且，𝑡𝑘中只有正确解标签的索引为1，其他均为

0(one-hot 表示)。正确解标签对应的输出越大，式的值越接近0；当输出为1 时，交叉熵

误差为0 

4. 相对熵(KL 散度) 

如果用 P 来描述目标问题，而不是用 Q 来描述目标问题，得到的信息增量。 

KL 散度(Kullback-Leibler Divergence，简称 KLD)，在信息系统中称为相对熵(relative 

entropy)，在连续时间序列中称为随机性(randomness)，在统计模型推断中称为信息增益

(information gain)。也称信息散度(information divergence)。 

P原始分布，q近似的分布 

𝐾𝐿(𝑝||q) = ∫ p(x) log
p(x)

q(x)
dx

+∞

−∞

= ∫ p(x)(log p(x) − log q(x))dx
+∞

−∞

= 𝐸[log p(x) − log q(x)] 

表示原始分布 p 和近似分布 q 之间的对数差值的期望(以 p 为基准，评价 q 和 p 的差

异，所以权重是p(x))KL 散度非对称的,不能作为距离度量。 

Q 的分布越接近 P(Q 分布越拟合 P)，散度值越小，即损失值越小。 

对数函数是凸函数，所以 KL 散度的值为非负数 

(利用 Jensen 不等式,EM 算法推导也可以类似

https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%27s_inequality)。 

当且仅当p == q时，KL(p||q) = 0。 

H(𝑝, 𝑞) = E𝑝[−log𝑞] = H(𝑝) + 𝐷KL(𝑝‖𝑞) 

KL 散度 = 交叉熵 - 熵。也就是说，熵固定，KL 散度和交叉熵在优化时等价。(深度学习时

采用) 

𝐷KL(𝑝‖𝑞) = H(𝑝, 𝑞) − 𝐻(𝑝)  

5. JS 散度 

https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%27s_inequality


JS(p, q) =
1

2
KL(p||

1

2
(p + q)) +

1

2
KL(q||

1

2
(p + q)) 

(用 2 为底的对数计算，则 K-L 散度值表示信息损失的二进制位数) 

JS 散度是对称的，其取值是 0 到 1 之间。 

6. 互信息(mutual Information，简称 MI) 

在概率论和信息论中，两个随机变量的互信息(mutual Information，简称 MI)或转移信

息(transinformation)是变量间相互依赖性的量度。决定着联合分布𝑝(𝑥, 𝑦)和分解的边缘分

布的乘积 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)的相似程度。互信息是点间互信息(PMI)的期望值。互信息最常用的单

位是 bit。 

相关性大，互信息越大。 

一般地，两个离散随机变量 X 和 Y 的互信息可以定义为： 

𝐼(𝑋; 𝑌) = ∑ ∑ 𝑝

𝑥∈𝑋𝑦∈𝑌

(𝑥, 𝑦)log (
𝑝(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)
)  

在连续随机变量的情形下： 

𝐼(𝑋; 𝑌) = ∫ ∫ 𝑝

𝑋𝑌

(𝑥, 𝑦)log (
𝑝(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)
) 𝑑𝑥𝑑𝑦 

其中𝑝(𝑥, 𝑦)当前是𝑋和𝑌的联合概率密度函数，而𝑝(𝑥)和 𝑝(𝑦) 分别是𝑋和𝑌的边缘概率

密度函数。 

如果对数以 2 为基底，互信息的单位是 bit。 

 

直观上，互信息度量 X 和 Y 共享的信息：它度量知道这两个变量其中一个，对另一个

不确定度减少的程度。例如，如果 X 和 Y 相互独立，则知道 X 不对 Y 提供任何信息，反

之亦然，所以它们的互信息为零。在另一个极端，如果 X 是 Y 的一个确定性函数，且 Y 也

是 X 的一个确定性函数，那么传递的所有信息被 X 和 Y 共享：知道 X 决定 Y 的值，反之

亦然。因此，在此情形互信息与 Y(或 X)单独包含的不确定度相同，称作 Y(或 X)的熵。

而且，这个互信息与 X 的熵和 Y 的熵相同。(这种情形的一个非常特殊的情况是当 X 和 Y

为相同随机变量时。) 



互信息是 X 和 Y 的联合分布相对于假定 X 和 Y 独立情况下的联合分布之间的内在依

赖性。 于是互信息以下面方式度量依赖性：I(X;Y) = 0 当且仅当 X 和 Y 为独立随机变

量。从一个方向很容易看出：当 X 和 Y 独立时，p(x,y) = p(x) p(y),互信息为 0。 

互信息非负，对称。 

𝐼(𝑋; 𝑌) = 𝐻(𝑋) − 𝐻(𝑋|𝑌)
= 𝐻(𝑌) − 𝐻(𝑌|𝑋)
= 𝐻(𝑋) + 𝐻(𝑌) − 𝐻(𝑋, 𝑌)
= 𝐻(𝑋, 𝑌) − 𝐻(𝑋|𝑌) − 𝐻(𝑌|𝑋)

 

互信息的直观意义为: "因 X 而有 Y 事件"的熵( 基于已知随机变量的不确定性) 在"Y 事

件"的熵之中具有多少影响地位( "Y 事件所具有的不确定性" 其中包含了多少 "Y|X 事件所

具有的不确性" )，意即"Y 具有的不确定性"有多少程度是起因于 X 事件;   

互信息越小，两个来自不同事件空间的随机变量彼此之间的关系性越低; 互信息越

高，关系性则越高 。𝐻(𝑋) = 𝐼(𝑋; 𝑋) 

𝐼(𝑋; 𝑌) = 𝐷KL(𝑝(𝑥, 𝑦)‖𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)) 

互信息和 KL 散度 

𝐼(𝑋; 𝑌) = 𝐷KL(𝑃(𝑋, 𝑌)‖𝑃(𝑋)𝑃(𝑌)) = 𝔼𝑋{𝐷KL(𝑃(𝑌|𝑋)‖𝑃(𝑌))} = 𝔼𝑌{𝐷KL(𝑃(𝑋|𝑌)‖𝑃(𝑋))} 


